I modi di Floquet nella diffusione da profili naturali
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Abstract

The use of the Weierstrass Mandelbrot function as surface model allows the analytical
evaluation of the scattered field in closed form. Such a result allows a theoretical
comparison between the scattering solutions. In this paper a theoretical comparison
between the Kirchhoff approximation and the extended boundary condition method is
presented. Both the solutions are given as superposition of modes, whose amplitudes,
directions of propagation and phases are compared in this paper.

INTRODUZIONE

L’introduzione della geometria frattale ha dotato la ricerca sulla diffusione da superfici
naturali, i cui risultati erano spesso limitati da una insoddisfacente descrizione delle
superfici in gioco, di uno strumento estremamente efficace. L’ utilizzo della geometria
frattale nel modelli di diffusione, infatti, ha consentito di migliorare i risultati che s
erano ottenuti fino ad allora [1]. In particolare, la funzione di Weierstrass Mandelbrot
(WM) ed il moto frazionario browniano (fBm) hanno mostrato di poter descrivere
efficacemente le caratteristiche spettrali e di autosimiliarita tipiche delle superfici
naturali e di poter essere impi egate con successo nei metodi elettromagnetici.

Partendo da ipotesi differenti, sono stati sviluppati diversi modelli €l ettromagnetici, i cui
risultati sono stati per 1o piu confrontati per via numerica, facenso uso di simulazioni o
di dati misurati. In questo lavoro s mostra come |'impiego della WM (che € una
descrizione analitica della superficie) consente di ottenere soluzioni in forma chiusa per
le statistiche di primo ordine del campo elettromagnetico diffuso. Con I utilizzo della
funzione di WM nasce dunque la possibilita di un confronto analitico tra i divers
modelli, che, muovendo da ipotes differenti, non necessariamente convergono a
risultati uguali. Disporre di uno strumento per un confronto analitico allarga
enormemente la possibilita di approfondire i fenomeni fisici che sono alla base della
diffusione del campo el ettromagnetico.

Nel seguito s analizzano le soluzioni ottenute impiegando la funzione di WM con il
metodo di Kirchhoff (KA) e con il metodo delle condizioni a contorno estese (EBCM).
In entrambi i casi il campo diffuso risulta essere dato da una sovrapposizione di modi di
Floguet generalizzati. In caso di bassa rugosita e possibile ottenere soluzioni in forma
chiusa di facile lettura ed immediatamente paragonabili.



DESCRIZIONE DELLA SUPERFICIE

La funzione di WM é una sovrapposizione di toni sinusoidali, i cui periodi sono legati
da un numero irrazionde. Nel seguito analizziamo il caso di funzione
monodimensionale, limitata in banda, la cui espressione andlitica e
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dove a & un parametro di scala in ampiezza, ko € il tono fondamentale, n(>1),
irrazionae, € il parametro di scala in frequenza, H il coefficiente di Hausdorff, legato
alla dimensione frattale Df dallarelazione Df=2-H, C,, e f, sono coefficienti di ampiezza
e di fase aeatori, M € il numero di toni, dipendente dalla minima e la massima
frequenza che interagiscono con il campo elettromagnetico.

METODI ELETTROMAGNETICI

Nel seguito descriviamo i metodi elettromagnetici che intendiamo paragonare, nella
loro formulazione che coinvolge I'uso della funzione di WM come strumento per la
descrizione del profilo monodimensionale.

Metodo di Kirchhoff

Applicando il metodo di Kirchhoff, nell’ipotesi in cui il raggio di curvatura della
superficie sla molto maggiore rispetto alla lunghezza d’ onda incidente, e, adoperando il
metodo delle piccole pendenze, € possibile esprimere il campo diffuso Escome:
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dove k e la lunghezza d’ onda €l ettromagnetica, E; il campo elettromagnetico incidente,
Rindica la distanza a cui s calcolail campo, gli apici H e V indicano la polarizzazione
del campo incidente o riflesso, X e la lunghezza del profilo illuminato, S tiene in conto
il comportamento polarimetrico, mentre nella valutazione dell’integrale D entrano in
gioco le proprietadella superficie. Impiegando lafunzione di WM (1), dopo una serie di
passaggi matematici non banali [3], & possibile esprimere il campo diffuso come:
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ovvero in termini di una sovrapposizione di modi di Floguet generalizzati, le cui
ampiezze sono proporzionali ad una produttoria di funzioni di Bessel a cui interno
compare il parametro di rugosita ka.

Metodo delle condizioni al contorno estese.
Il metodo delle condizioni a contorno estese € stato sviluppato sfruttando la proprieta
della funzioni di WM di essere funzioni quas periodiche. Questo consente di



generalizzare tecniche sviluppate per calcolare la diffusione da superfici periodiche,
come appunto I’'EBCM. 1| campo diffuso pud essere espresso come [4]:

ys()= a B e><p(Jk|+>f) (4)

dove y 4(r)= E, per polarizzazione TE, mentre y ¢(r)=H, per polarizzazione TM,
doveil vettore k," identificale direzioni di propagazione, ed é espresso dalla fomula:
kI+ :kxl)z-l-kzlz (5)
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dove |’ espressione (6) € detta equazione del reticolo. | coefficienti di ampiezza B, sono
invece forniti dall’ espressione:

B =W, (h)xw;1(h)xA, ()
dove A ¢l vettore delle ampiezze del campo incidente (se I’ onda incidente € un’onda
piana, A hatutte componenti nulle tranne quella identificata da indice 1=0),
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e dove h euguale ad 1 per polarizzazione TE mentre € uguale alla permittivitarelativa e

per polarizzazione TM.
Lematrici Q sono ancora espressse come combinazioni di funzioni di Bessel del tipo:
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Le matrici di tipo T sono analoghe aquelle di tipo Q, con la differenza che a posto di k4
va sostituito kz. Si noti che I’espressione (4) s riferisce a caso di diffusione da
superficie di dimensione infinita. Se la superficie e finita il campo a grarde distanza si
esprime come:
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PARAGONE TEORICO

| risultati mostrati nella sezione precedente consentono di effettuare il confronto
utilizzando meri strumenti analitici, dal momento che entrambe le soluzioni ottenute
SONO espresse come sovrapposizione di modi generalizzati di Floquet.



In primo luogo si noti che le direzioni di propagazione dei modi sono coincidenti, come
appare evidente dal confronto tra I'argomento della funzione sinc nell’eq.(3) e
I’ equazione di reticolo (6).

Per quanto riguarda le ampiezze dei modi, il confronto € meno immediato, dal

momento che I’ espressione generale dei modi, in entrambi i casi, € piuttosto complessa
Per ottenere informazioni utili, &€ perd possibile effettuare un confrono per livelli di

rugositabassi. Quantitativamente parlando, questo significa che il parametro di rugosita
ka deve essere tanto piccolo che nella prooduttoria di funzioni di Bessel | unico termine
che contribuisce a campo diffuso sia quello dato da funzion di Bessel di ordine O.

L’ approssimazione di bassa rugositapuo essere cosi descritta:
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dove per il KA:
%, =k(cosq - cosq Jacn” F", (13)
mentre per I’ EBCM:
X, =k, aCyn” 1 (14)

Pertanto il campo diffuso in queste ipotes secondo il KA per polarizzazione
oruizzontale si scrive come:

E? :J%Rexp(- ij)RH cosinsinc[sz'nqi] (15)

Per quanto riguarda I’EBCM, invece, contribuiscono alla diffusione solo i modi il cui
indice q sialo stesso dell’indice |, pertanto tutte le matrici in gioco diventano diagonali.
Con opportuno procedimento analitico s ottiene I'espressione dei coefficienti di
ampiezza B per polarizzazione orizzontale come:
2 2 i 2

B=. CoSsQ; J(kt 1k ) an“q _R, (16)

cosq +\/(kt2 / kz)- sn’q
ovvero proprio il coefficiente di Fresnel. Pertanto, sostituendo la (16) nella (11), in cui
I=0, s ottiene che il campo diffuso a grande distanza risulta esattamente uguale a quello
dell’ equazione (15). Ad un analogo risultato si giunge per polarizzazione verticale.
Lefas aquesto ordine di rugositanon entrano in gioco.
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