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SOMMARIO. We proposea high order numericalsolver for the Maxwell equationsin the
frequeng domainin the div-curl form. Theleastsquaregpproaclpreserethe solutionfrom
the spuriousmodes,presentn the classicalfinite elementsolutions. Most examplesof this
nonphysicalsolutionexistin literature,andeliminationof this spuriouseffectsis a subjectof
greatinterest.Theotherobjectof this articlesis the combinationof theleastsquareapproach
with the spectraklementmethod(SEM). Thelatterapproachis a numericaltechniqueor the
solutionof partialdifferentialequationgPDE’s), which hasrecentlygainedpopularityin field
like computationafluid-dynamicsandsolid mechanicsleastsquarespectralelementsare
mergedwith a domaindecompositiorapproachandeachresultingsub-problenis assigned
to a processonf a parallelcomputer The parallelimplementationcan provide significant
reductionof CPU-times. In the authorsopinion this approachcanbe fruitfully usedfor the
treatmenbf large scaleelectromagnetiproblems.

INTRODUZIONE

Consideriamal sistemadelle equazionidi Maxwell nel dominio dellafrequenzadel primo
ordine,definitesuun dominioQ c R¢ (d = 2, 3) conle seguenticondizionial contornodi
conduttoreelettricoperfetto(CEP)

VXH = jweE+J, Legge di Faraday — Neumann

(1) VXE = —M,—jwuH Leggedi Mazwell — Ampere
vV'eE = pe Legge di Gauss (CE)
vV-uH = pn Legge di Gauss (CM)

nxE =0 = E =0 2k = su 0

@ {n-(uH) — 0= H, =0, 9 — g sud9

Nel caso3D, il sistema1) corrispondea 8 equazioniscalari(complesseg solo 6 incognite
erisultaquindi numericamentsovradeterminatoLa soluzionecomunementesataconsiste
nel consideraregidondantile equazionidella divergenzae risolvere due curl-equationgdel

primo ordine o un’equazionecurl-curl del secondoordine. Questaapprocciopuo purtrop-
po portareall'insorgenzadi modi spuri, ovvero soluzioniche non soddisinole equazioni
delladivergenzae non coincidonocon le soluzionireali di un risuonatoreo di unastruttura
guidante.ll problemadei modi spuri,comuneagli approccidel primo e secondrdine,pud
rendereun particolaremodellonumericanutilizzabile. Inoltre mantenendtiequazionedella
divergenzasi preseral’ellitticita di (1): questoe unvantaggioconsidergole peri metodidi
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griglia, cheassicuranan questocasotassidi corvergenzamigliori. Il metododei minimi
guadrati[3] costituisceun approccionaturaleal problema

IL METODO DEI MINIMI QUADRATI

Consideriamal problemasemplificato

Vxu = w in €
Veu = p in Q
(3) n-u = 0 su I}y
nxu = 0 su Iy

dove n e la normaleuscentea 0 2. Definiamolo spazioV delle funzioni reali a quadrato
integrabili conderivatea quadratantegrabili

8’LLZ'

VRE {U: ]Rd —>Rd | /(UZ)2dQ< +0o0 e /( )2dQ<+OOV7’7]: 177d}

Definiamoquindi

Wpec={u€eVg|u-n=0sulieuxn=0suls}
eintroduciamaill funzionalerealel : Vi — R definitocome

(4) ](w)E||Vxw—w||§+||V-w—P||§:/(VXw—w)2dQ+/(V-w—p)2dQ
Q Q

Chiameremaoluzionenel sensadei minimi quadratidi (3) il vettoreu € Vi cheminimizza
la seguenteespressione:

(5) 1%%[@4—7’1}):0 Vv € Vg

Il problema(5) equivaleallaricercadi u € Vg talecheVv € Vi

(6) B(u,v) = L(v)

dove

) B(u,v):/Q[(Vxu)-(va)-l—(V-u)(V-v)]dQ
e

(8) L(U):/Q[w-(va)—i-p(V-v)]dQ

Nel casoelettromagneticql) definiamolo spaziodelle funzioni complessecon moduloa
guadratantegrabilee dervateconmoduloa quadratdntegrabile:

VCE{u:Rd%Cd|/|ui|2dQ<+ooe/ Ou,
Q Q
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8 .Z'j
elo spaziolWg,, dellecoppiedi campivettorialicomplessappartenenta V; e soddisacenti
le condizionial bordointrodottein (1)

Wey ={(E,H) : E€Vg, HEVe [ nx E=0, n-(pH)=0su0Q}
Definiamopoi il funzionale

dQ < +oo Vi, j =1, ...,d}

I(E,H)E/|VXH—jw€E—Je|QQ+/\VxE—i—Me—i-jw,uHFQ—i-
Q Q



(9) +/Q|V-,uH—pm\2Q+/ﬂ|V-sE—pe|QQ
Definiamosoluzionenel sensadei minimi quadratidi (1) la coppial’, H € Wg), taleche
(10) lim dif((E, H)+r(BH)=n VB, H) eV

Il problemarisultanteé ancoradeltipo:

(11) Byu((E, H), (E,H)) = L (E, H))  V(E, H) € W

dove la formaesplicitadi Bgy ((E, H) , (E, H)) e Ly ((E, H)) éricavabileda(9) e (10)

IL METODO DEGLI ELEMENTI SPETTRALI (SEM)

| metodidi griglia, comead esempial metododegli elementifiniti, sonoindipendentidal
tipo di dominiosucui il solutoreagisce adifferenzadei metodisemianaliticiqualeadesem-
pio i metododei momenticherichiedemodifichesostanzialial solutorequandoil dominio
viene modificatoancheminimamente.Un solutorebasatosugli elementifiniti puo trattare
indifferentementg@roblemidi propagazionguidatae di propagaziondibera: e sufficiente
cambiarele condizionial contornodel problemae definire le proprietaelettromagnetiche
deidiversimezzipresentinel dominio. Uno svantaggiamportantedei metodidi griglia é la
notevole occupazioneli memoriarichiesta.Nel caso3D il trattamentalel sistemg1) tramite
metodidi griglia comportal2 gradidi liberta per ogni nodo. Considerand@he occorrono
diversigrid-pointsperlunghezzad’onda,nel caso3D si hannoproblemicomputazionalcon
un’occupazionai memoriadell’'ordine delle centinaiadi Mbytes. Questoimplica l'uso di
elaboratordi potenzaadegguata.Nelle nostreprove abbiamautilizzatounamacchingarallela
IBM SPedeiclusterdi PCconsistemaoperatvo Linux. Quest'ultimasoluzionerappresenta
un ottimo compromesstra potenzadi calcoloe contenimentalei costi.

Il metododegli elementispettrali[1], danoi usato,e un metododi ordine elevato che puo
essereconsideratocome un estensionedel metododegli elementifiniti. 1l vantaggiodei
SEMrispettoai FEM é chei secondipossonayiocaresolo sul raffinamentodellagriglia per
aumentard’accuratezzalella soluzionenumerica,mentrei primi possondrarrevantaggio
anchedallasceltadel gradodei polinomiinterpolantiusatiper costruirela soluzionenumer
ica, cheviene sceltodall’'utentea run-time. La maggioreflessibilita’ dei SEM rispettoai
FEM permettedi ridurre notevolmenteil costocomputazionale&lel problema[2]. Nelladis-
cretizzazionébasatasugli elementispettraliil dominio computazionaleienediviso in una
famigliadi quadrilateri(2D) o esaedr(3D). Successiamentesi mappaogni quadrilateradel
dominiofisicoin undominiodi riferimento.In questadominiovengonayeneratautomatica-
mentei nodi supplementaiin numerocorrispondental gradospettralescelto.La soluzione
dellequazionealle derivateparziali, vieneapprossimaté&ramiteunafunzionecontinuapoli-
nomialea tratti di gradofissatodall’'utente. Vengonopoi utilizzate opportuneformule per
la risoluzionenumericadelle dervate e degli integrali che compaiononella formulazione
del problema. Il problema(11) viene cosi’ trasformatoin un problemaalgebricocon una
matricefortementesparsanon strutturatae di grandidimensioni.Perrisolverein modoef-
ficaceil problemajl dominiocomputazional&ienedivisoin un numerodi sottodominipari
al numerodi processora disposizione:questopassoviene saltatose non si disponedi una
macchingparallela.La decomposizionavvieneseconddl principio di bilanciareal meglio



il caricodi lavoro e di minimizzarele comunicaziontrai processoriche é causadi rallen-
tamentonel processali soluzione. Ogni processoreisolve solo unapartedel sistemae il
tempodi calcolosi riducedi consguenza.

VALIDAZIONE NUMERICA

La validazionenumericaeffettuatafino a guestanomentariguardal’analisi dell’accuratezza
dellasoluzionenumericaperil problemadiv-curl (3). Pereffettuareil testabbiamoconsid-
eratoun semplicecaso2D, con2 = (0, 1), conp, w e condizionial bordofissatein modo
daaverela soluzioneanalitica:

Uy = sin(2ma(z — x0)) sin(27b(y — yo)) uy = sin(2ma(z — xo)) sin(27b(y — yo))

in cuia, b, g, yo SOnocostantidi normalizzazionePerproblemiconsoluzioneanalitica,ci

si aspettaunacorvergenzaesponenzialeispettoa N, il gradodelle funzioni spettrali. Nella
figuraasinistra,e’ mostrata’andamentadell’erroreal cresceralel gradospettraledel solu-
torebasatasuglielementspettralimentreadestravienemostratd’andamentorispettoal de-
crescerali h (dimensiondinearetipicadeiquadrilatterichecompongonda meshpassalella
griglia), di un solutorebastatosugli elementifiniti. Entrambiverificanol’andamentagorevis-

to, conunamaggioreaccuratezzdel solutorespettralaispettoa quelloadelementiiniti. In

entrambii grafici é riportataanche’accuratezzacon cui I'equazionedelladivergenzaé sod-
disfatta;comeprevedibile,l'accuratezza minoredi quellarelativaalla soluzionetrattandosi
di unagrandezzanisuratasullabasedelle derivateprimedellasoluzionenumerica.
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FIGURA 1. Validazionenumerica
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