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SOMMARIO. We proposea high order numericalsolver for the Maxwell equationsin the
frequency domainin thediv-curl form. Theleastsquaresapproachpreservethesolutionfrom
the spuriousmodes,presentin the classicalfinite elementsolutions.Most examplesof this
nonphysicalsolutionexist in literature,andeliminationof thisspuriouseffectsis asubjectof
greatinterest.Theotherobjectof this articlesis thecombinationof theleastsquareapproach
with thespectralelementmethod(SEM).Thelatterapproachis anumericaltechniquefor the
solutionof partialdifferentialequations(PDE’s),whichhasrecentlygainedpopularityin field
like computationalfluid-dynamicsandsolid mechanics.Leastsquaresspectralelementsare
mergedwith a domaindecompositionapproach,andeachresultingsub-problemis assigned
to a processorof a parallel computer. The parallel implementationcanprovide significant
reductionof CPU-times.In the authorsopinion this approachcanbe fruitfully usedfor the
treatmentof largescaleelectromagneticproblems.

INTRODUZIONE

Consideriamoil sistemadelleequazionidi Maxwell nel dominiodella frequenzadel primo
ordine,definitesuun dominio ���������������! #"%$ con le seguenticondizionial contornodi
conduttoreelettricoperfetto(CEP)&''( '') *,+.- � /1032547698%:*;+ 4 � <>=?:5<@/103A -*CB 2D4 � E%:*CB A - � EGF

H�IKJLJMI �LNLOQP%RSPL�LP%TU<WV IYX[Z P%\]\H�IKJLJMI �LN!=^P%_[` I
aba <dc ZfegI R IH�IKJLJMI �LNLhQP Xjiki ��lQ4f$H�IKJLJMI �LNLhQP Xjiki ��lm=n$(1)

o \ + 4 � p q 4srt� pu wv!x!yv!z � p iYX>{ �\ B �bA - $|� p q - z � pu }v�~��vMz � p iYX>{ �(2)

Nel caso3D, il sistema(1) corrispondea 8 equazioniscalari(complesse)e solo6 incognite
e risultaquindi numericamentesovradeterminato.La soluzionecomunementeusataconsiste
nel considerareridondantile equazionidella divergenzae risolvereduecurl-equationsdel
primo ordineo un’equazionecurl-curl del secondoordine. Questaapprocciopuò purtrop-
po portareall’insorgenzadi modi spuri, ovvero soluzionichenon soddisfanole equazioni
delladivergenzae noncoincidonocon le soluzionireali di un risuonatoreo di unastruttura
guidante.Il problemadei modi spuri,comuneagli approccidel primo e secondoordine,può
rendereunparticolaremodellonumericoinutilizzabile. Inoltremantenendol’equazionedella
divergenzasi preserva l’ellitticità di (1): questoè un vantaggioconsiderevoleperi metodidi�
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griglia, cheassicuranoin questocasotassidi convergenzamigliori. Il metododei minimi
quadrati[3] costituisceunapproccionaturaleal problema

IL METODO DEI MINIMI QUADRATI

Consideriamoil problemasemplificato&''( '')�� + X � 0 N�\ �� B X � E N�\ �\ B X � p iYX � �\ + X � p iYX ���(3)

dove n è la normaleuscentea
{ � . Definiamolo spazioV delle funzioni reali a quadrato

integrabili conderivateaquadratointegrabili����� o X�� � �U� � ���S�u� � Xg� $ � �L�^�96U� I �g� � {�Xg�{ _!� $ � �L���96U� �>N� ��f���G Y������ #���
Definiamoquindi �?��  ��¡¢X¤£.��� � X B \¤�^p iYX¥� � I¦X + \��§p i
X¥���©¨
e introduciamoil funzionalerealeª �!��� � � definitocomeªj�«`>$ �C¬ � + `­<®0 ¬ �¯ 6 ¬ � B `­<°E ¬ �¯ � � � � � + `7<±0²$ � �L�±6 � � � � B `­<dE!$ � �L�(4)

Chiameremosoluzionenel sensodei minimi quadratidi (3) il vettore
X³£?�[�

cheminimizza
la seguenteespressione: ´�µ�¶·1¸ ¯ ��G¹ ªj� X 6W¹»ºM$5�§pd�jº £@���(5)

Il problema(5) equivalealla ricercadi
X³£@�[�

taleche �jº £.���¼ � X  ½ºM$5� H �«ºM$(6)

dove ¼ � X  ½ºM$D� � �f¾ � � + X $ B � � + ºu$�6^� � B X $¿� � B ºu$ÁÀ¢�L�(7)

e H �«ºM$5� �u�Â¾ 0 B � � + ºM$�6WE>� � B ºu$ÁÀ¢�L�(8)

Nel casoelettromagnetico(1) definiamolo spaziodelle funzioni complessecon moduloa
quadratointegrabileederivateconmoduloaquadratointegrabile:�   �ÄÃ�X¤� � �U� Å5�Æ� � �3� Xg� � � �L���­6U� I � �ÈÇÇÇÇ {�X[�{ _!� ÇÇÇÇ

� �L�^�76U� �>N� ��É�Ê�G Y������ #�ÌË
elo spazio

� x�Í dellecoppiedi campivettorialicomplessiappartenentia
�  

esoddisfacenti
le condizionial bordointrodottein (1)� x�Í ��¡ �«4È - $ � 4 £@�    - £@�   � \ + 4���pu ¤\ B �bA - $D�§p iYX>{ � ¨
Definiamopoi il funzionaleªj��43 - $ � �u�Î� � +³- <@/10Î2D4n<Ï8%: � � �°6 �u�3� � + 496Ï=?:¦6®/103A - � � �»6



6 � �3� � B A - <dEGF � � �®6 � �É� � B 2D4§<dE%: � � �(9)

Definiamosoluzionenel sensodei minimi quadratidi (1) la coppia 4È - £ � x�Í taleche´�µ�¶·1¸ ¯ ��G¹ ª]�Ð��43 - $¿6d¹m�GÑ4È ]Ñ- $�$Ò� n �jº]�ÓÑ4È jÑ- $ £?�(10)

Il problemarisultanteè ancoradel tipo:¼ x�Í ����43 - $] ¢�kÑ4É ¿Ñ- $�$5� H x�Í �Ð�SÑ43 jÑ- $Ð$ �D�GÑ4� jÑ- $ £ � x�Í(11)

dove la formaesplicitadi
¼ x�Í ���«4È - $] 
�ÓÑ4É ]Ñ- $Ð$ e

H x�Í �Ð�GÑ4È ]Ñ- $�$ è ricavabileda(9) e (10)

IL METODO DEGLI ELEMENTI SPETTRALI (SEM)

I metodidi griglia, comead esempioil metododegli elementifiniti, sonoindipendentidal
tipo di dominiosucui il solutoreagisce,adifferenzadeimetodisemianaliticiqualeadesem-
pio il metododei momenticherichiedemodifichesostanzialial solutorequandoil dominio
vienemodificatoancheminimamente.Un solutorebasatosugli elementifiniti può trattare
indifferentementeproblemidi propagazioneguidatae di propagazionelibera: è sufficiente
cambiarele condizioni al contornodel problemae definire le proprietàelettromagnetiche
dei diversimezzipresentinel dominio. Uno svantaggioimportantedei metodidi griglia è la
notevoleoccupazionedi memoriarichiesta.Nel caso3D il trattamentodelsistema(1) tramite
metodidi griglia comporta12 gradi di liberta per ogni nodo. Considerandocheoccorrono
diversigrid-pointsperlunghezzad’onda,nel caso3D si hannoproblemicomputazionalicon
un’occupazionedi memoriadell’ordine delle centinaiadi Mbytes. Questoimplica l’uso di
elaboratoridi potenzaadeguata.Nellenostreproveabbiamoutilizzatounamacchinaparallela
IBM SPedeiclusterdi PCconsistemaoperativo Linux. Quest’ultimasoluzionerappresenta
unottimocompromessotrapotenzadi calcoloecontenimentodei costi.
Il metododegli elementispettrali[1], da noi usato,è un metododi ordineelevato chepuò
essereconsideratocomeun estensionedel metododegli elementifiniti. Il vantaggiodei
SEM rispettoai FEM è chei secondipossonogiocaresolosul raffinamentodellagriglia per
aumentarel’accuratezzadella soluzionenumerica,mentrei primi possonotrarrevantaggio
anchedallasceltadel gradodei polinomi interpolantiusatipercostruirela soluzionenumer-
ica, chevienesceltodall’utentea run-time. La maggioreflessibilita’ dei SEM rispettoai
FEM permettedi ridurrenotevolmenteil costocomputazionaledel problema[2]. Nella dis-
cretizzazionebasatasugli elementispettraliil dominio computazionalevienediviso in una
famigliadi quadrilateri(2D) o esaedri(3D). Successivamentesi mappaogniquadrilaterodel
dominiofisicoin undominiodi riferimento.In questodominiovengonogeneratiautomatica-
mentei nodi supplementariin numerocorrispondenteal gradospettralescelto.La soluzione
dell’equazionealle derivateparziali,vieneapprossimatatramiteunafunzionecontinuapoli-
nomialea tratti di gradofissatodall’utente. Vengonopoi utilizzateopportuneformule per
la risoluzionenumericadelle derivatee degli integrali che compaiononella formulazione
del problema. Il problema(11) vienecosi’ trasformatoin un problemaalgebricocon una
matricefortementesparsa,nonstrutturatae di grandidimensioni.Perrisolverein modoef-
ficaceil problema,il dominiocomputazionalevienediviso in un numerodi sottodominipari
al numerodi processoria disposizione:questopassovienesaltatosenonsi disponedi una
macchinaparallela.La decomposizioneavvienesecondoil principio di bilanciareal meglio



il caricodi lavoro e di minimizzarele comunicazionitra i processori,cheè causadi rallen-
tamentonel processodi soluzione.Ogni processorerisolve solo unapartedel sistemae il
tempodi calcolosi riducedi conseguenza.

VALIDAZIONE NUMERICA

La validazionenumericaeffettuatafino aquestomomentoriguardal’analisi dell’accuratezza
dellasoluzionenumericaper il problemadiv-curl (3). Pereffettuareil testabbiamoconsid-
eratoun semplicecaso2D, con �Ô�w�«pu Y�¢$ � , con Eg �0 e condizionial bordofissatein modo
daaverela soluzioneanalitica:XgÕ � i N�\5���kÖQP��b_Æ<°_ ¯ $Ð$ i N×\5���kÖQØk�«Tf<±T ¯ $Ð$ XgÙ � i N×\5���kÖmP��b_Æ<®_ ¯ $�$ i N×\D�×�kÖQØk�«TÂ<dT ¯ $Ð$
in cui Pg [Ø
 g_ ¯  gT ¯ sonocostantidi normalizzazione.Perproblemiconsoluzioneanalitica,ci
si aspettaunaconvergenzaesponenzialerispettoa N, il gradodelle funzioni spettrali.Nella
figuraa sinistra,e’ mostratol’andamentodell’erroreal cresceredel gradospettraledel solu-
torebasatosuglielementispettrali,mentreadestravienemostratol’andamento,rispettoalde-
cresceredi h (dimensionelinearetipicadeiquadrilatterichecompongonola meshpassodella
griglia), di un solutorebastatosugli elementifiniti. Entrambiverificanol’andamentoprevis-
to, conunamaggioreaccuratezzadelsolutorespettralerispettoaquelloadelementifiniti. In
entrambii grafici è riportataanchel’accuratezzaconcui l’equazionedelladivergenzaè sod-
disfatta;comeprevedibile,l’accuratezzaèminoredi quellarelativaallasoluzione,trattandosi
di unagrandezzamisuratasullabasedellederivateprimedellasoluzionenumerica.
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FIGURA 1. Validazionenumerica
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