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Prefazione

Questo libretto ha innanzi tutto ’obiettivo di fornire una serie di suggerimenti a chi si accinge ad
utilizzare, a fini applicativi, modelli matematici nello studio di fenomeni fisici (cap.1).

La attendibilita di quanto affermato nel primo capitolo viene successivamente messa alla prova da
una sua applicazione ad un fenomeno fisico che si presta particolarmente bene a tal fine: i Campi
elettromagnetici. Da questo punto in poi l'obiettivo del libro diviene quello di giungere ad una teoria
dei Campi elettromagnetici che sia la pit compatta e la pit illuminante, per finalita applicative.

Il rigore e la generalita non sono quelle di un testo di matematica
perché si daranno per soddisfatte tutte le condizioni
richieste perché i passaggi che verranno fatti siano validi.

Alla fine (da cap.4 a cap.6) si perviene ad una del tutto nuova ed originale trattazione dei Campi
elettromagnetici basata sull’uso delle distribuzioni o funzioni generalizzate, che dir si voglia, trattazione
particolarmente utile perché permette di introdurre e visualizzare il teorema di equivalenza ed il teo-
rema di induzione, cioé due importanti teoremi i cui enunciati erano gia stati introdotti in precedenza,
ma soltanto in modo intuitivo.

Nelle tre corpose Appendici che chiudono il libro
sono richiamate nozioni che é necessario possedere per una lettura approfondita del libro stesso,
ma in prima lettura esse possono essere date per note.
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Capitolo 1

Modelli matematici e fenomenai fisici

1.1 Uso di modelli matematici nello studio di fenomeni fisici

La descrizione di un fenomeno fisico pud sempre essere fatta per via sperimentale attraverso 1’osser-
vazione e la misura delle grandezze che lo caratterizzano.

In alternativa é talvolta possibile procedere per via teorica, formulando un problema matematico
tale che i valori misurati delle grandezze fisiche interessanti siano approssimati in maniera soddisfacente
dai valori, calcolati, di una soluzione del problema matematico.

Il piu generale modello matematico che si pud immaginare dovrebbe descrivere ’andamento del
fenomeno fisico in tutto lo spazio, a partire da un istante iniziale nel quale dovrebbero essere noti
tutti i valori delle grandezze in gioco, ma é evidente che un modello siffatto ¢, oltre che impossibile,
anche inutile. Infatti I'interesse per qualsiasi fenomeno é sempre circoscritto ad intervalli di tempo
limitati e a regioni di spazio V' che non coincidono con tutto lo spazio V., V C V. ma anche perché
i valori delle grandezze in gioco vengono misurati entro una fascia di tolleranza che dipende dal tipo di
strumentazione usata e dal rumore proprio degli apparati di misura. Ne viene, di conseguenza, che il
modello utilizzabile nello studio di un fenomeno fisico non é unico, dato che a tale modello si richiede
soltanto di dare risultati che siano in accordo con i valori misurati, o misurabili, delle grandezze in
gioco

e entro una fascia di tolleranza, che dipende dall’'uso che si vuol fare dei valori calcolati e dalla
fascia di incertezza dovuta agli errori di misura

e in una regione dello spazio

e in un intervallo di tempo.

La prima conseguenza di quanto ora affermato é che quando si opera in casi particolari conviene
fare ricorso ad un modello matematico quanto piu semplice possibile, modello che fra ’altro potra
utilizzare grandezze che che non hanno rispondenza nella realta fisica dato che quello che gli si richiede
é soltanto un significativo accordo fra dati misurati e dati calcolati.

é questo un suggerimento che puod essere associato ad una catch phrase, cioé a una frase che puo
essere considerata il primo comandamento in un decalogo da tener presente nello studio di fenomeni
fisici con modelli matematici. La frase é:

Non lucidate la chiave: é sufficiente che apra! |

Dato che nel seguito verranno introdotte correnti impresse (cioé correnti che non risentono di
quanto le circonda), correnti superficiali, correnti lineari, cariche putiformi, correnti magnetiche, cioé
grandezze inesistenti nella realta fisica, il comandamento al secondo posto é:



1.1. USO DI MODELLI MATEMATICI NELLO STUDIO DI FENOMENI FISICI

A caval donato non si guarda in bocca.

Al terzo posto, per ricordare che il modello deve essere adeguato alle difficolta del problema fisico,

si trova
Non metterti un pesante abito da cerimonia per un pic-nic in piena estate I

In linea con il precedente ¢ il quarto comandamento:

Non sparare alle mosche col cannone I

Il comandamento che segue & un suggerimento per chi talvolta dimentica quale sia il vero obiettivo

da raggiungere:
Non mangiare il menu I
suggerimento che si accompagna con quello rivolto a chi fa estrapolazioni al di 1a del limite di validita:

Non sporgetevi dal finestrino I

Gli ultimi tre comandamenti sono quelli ai quali ci si é in particolare attenuti nella redazione del
presente libro.
1l primo é:

Non mettere in valigia quello che non ti serve I

da intendere nel senso di fare le approssimazioni all’inizio della trattazione e non slla fine.
I due comandamenti successivi sono i due pit importanti e tengono entrambi presente la possibilita

di utilizzare pitt di un modello:
Evviva la poligamia I
Non frustare un cavallo morto '

In particolare quest’ultimo suggerimento, che é da interpretare nel senso di non arrampicarsi sugli
specchi per raggiungere un risultato che ¢ molto piti agevole conseguire cambiando ... cavallo, ovvero
modello, sta alla base dell’introduzione delle distribuzioni o funzioni generalizzate nello studio del
campo elettromagnetico generato da cariche elettriche in movimento-



Capitolo 2

Campi elettromagnetici variabili nel
tempo

2.1 Campi elettromagnetici variabili comunque nel tempo

La descrizione di un fenomeno fisico puo sempre essere fatta per via sperimentale attraverso la misura
delle grandezze che lo caratterizzano. In alternativa é talvolta possibile procedere per via teorica, ovvero
formulare un problema matematico tale che i valori delle grandezze fisiche che interessano possano
essere calcolati, entro la fascia di incertezza dovuta agli errori di misura, mediante una soluzione del
problema matematico. Ovviamente il problema matematico di cui si é ora detto & suggerito da una
analisi sperimentale del fenomeno fisico che interessa, tuttavia pud anche basarsi su ipotesi che non
hanno rispondenza nella realta fisica, dato che I'unico obiettivo che con esso ci si pone € la coincidenza
di una soluzione del problema matematico (in generale tale problema pud avere piu di una soluzione)
con i valori misurati delle grandezze fisiche.

La teoria macroscopica dei fenomeni elettromagnetici che viene presentata nel seguito si basa su
quattro postulati di cui i primi tre sono i seguenti:

1. la distribuzione nello spazio della carica elettrica (positiva o negativa) é caratterizzata da una
funzione p = p(P,t) finita, detta densitda di carica per unita di volume; la carica totale ¢ = ¢(t)
contenuta in un volume V & data quindi da

a(t) = /V pdv; (2.1)

2. una carica q localizzata in un volume sufficientemente piccolo, comprendente un punto che si
muove con velocitd istantanea uw = u(P, t), é sollecitata da una forza (forza di Lorentz)

F(Pt)=q(E+7ux B), (2.2)

essendo E = E(P,t) Vintensita di campo elettrico e B = B(P,t) I'induzione magnetica dovute
alla totalita delle cariche presenti nello spazio; dato che il contributo ad E, B da parte di g tende
a zero quando ¢ ed il volume che la contiene tendono a zero, le funzioni £, B che compaiono
nella (2.2) sono in tale ipotesi quelle dovute alle altre cariche presenti nello spazio e la (2.2) pud
essere usata per definire la E e la B ad esse imputabili. Se la distribuzione di carica di densita
p = p(P,t) si muove con velocita @ = u(P,t), la forza per unita di volume ¢é data da

f(Pt)=p(E+7ux B); (2.3)
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3. la carica elettrica si conserva, ovvero in un sistema isolato la carica elettrica & costante. Per
V = V il valore di tale costante viene assunto uguale a zero, cioé la totalitd delle cariche
positive uguale al valore assoluto della totalita delle cariche negative; inoltre si fa 'ipotesi che
per t = —oo il bilanciamento fra cariche positive e negative sia valido localmente: p(P, —o0) = 0,
VP € V4 (con una eccezione di cui si parla in seguito).

Prima di introdurre il quarto postulato conviene dare alcune definizioni. Il lavoro fatto dalle forze
di Lorentz nel tempo dt ed in un volume V' contenente una distribuzione di carica elettrica di densita
p & dato, per la (2.3) , da

dL:/f-ﬂdth:/ pu - EdVdt. (2.4)
14 4

Posto ( J = J(P,t) densita di corrente elettrica)

J(P,t) = pa, (2.5)

si ha anche
dL = / 7 Eavit. (2.6)
v

Nel seguito si avra a che fare con situazioni ove una parte di J, tutta al finito e nulla prima di un
istante ¢ = ¢ con |¢| finito, verrd considerata come un termine noto, indipendente dalle proprieta del
mezzo che la circonda; si parlerd di essa come di una densita di corrente impressa,

sostenuta da forze di natura non elettrica o trattabili come tali (forze impresse).

L’ipotesi dell’esistenza di correnti impresse introduce una grandezza che non ha corrispondenza nel
mondo fisico, dato che in quest’ultimo non si trova alcuna densitd di corrente che sia indipendente da
quanto la circonda. Sempre rimanendo nel modello matematico, si puo allora supporre che per t < t
le cariche che compaiono nelle J; siano ferme, nella regione in cui .J; é diversa da zero per t > £, e
che le cariche di segno opposto, che fanno loro equilibrio in tutto V, siano invece ferme all’infinito;
in tal modo viene a cadere per le p; interessate nelle J; 'ipotesi p(P, —o00) = 0, VP € V., (& questa
Peccezione di cui al punto 3). Il lavoro svolto dalle forze impresse ¢ uguale a quello assorbito dalle
forze di Lorentz agenti su p; e quindi nel tempo dt e nel volume V esso vale

_ / 7, Edva. (2.8)
1%

L’andamento del fenomeno fisico richiede che il modello matematico che lo descrive sia tale che
la totalita delle forze che sostengono le correnti impresse in tutto lo spazio V, eroghino sempre una
potenza media positiva, cioé che sia sempre

I R —
lim [—/ / J; - EdVdt| > 0; (2.9)
T—o00 T 0 v
tuttavia, € in generale possibile scrivere
Ji=J, +7;, (2.10)

=S . . . . . . . o .
essendo J; una funzione vettoriale di punto, definita in V., associata con una potenza media positiva

1 (1= —
lim ——/ / J; - EdVdt
T— o0 T 0 \%

4

>0, (2.11)




2.2. EQUAZIONI DI MAXWELL

N U . . . . . .
che verrd detta sorgente e J, una funzione vettoriale di punto, definita in V., associata con una

potenza media negativa o nulla
1 (T —
lim ——/ /JZ- -EdVdt
T— 00 T 0 \a

che verra detta utilizzatore. La suddivisione di J; in jf e 7? non € unica, dato che si impongono solo
le disuguaglianze (2.11), (2.12); in particolare, per la (2.9), & possibile considerare la totalita delle J;
una sorgente.

<0, (2.12)

11 problema base che qui ci si propone di risolvere ¢ quello di individuare le funzioni vettoriali E, B
associate ad assegnate .J; quando in V., ha sede un mezzo di determinate proprieta, in modo tale che
si possa calcolare il lavoro svolto dalle sorgenti e dagli utilizzatori nel tempo dt. A tal fine si introduce
il quarto postulato:

4. sotto alcune ipotesi restrittive, le funzioni E, B sono ottenibili a partire da una delle soluzioni
di un sistema di equazioni differenziali, detto di Mazwell, che si passa a considerare.

2.2 Equazioni di Maxwell
Introdotte tre nuove funzioni vettoriali: H = H(P,t) intensita di campo magnetico, D = D(P,t)

induzione elettrica, J. = J.(P,t) densita di corrente elettrica non impressa, le equazioni di Mazwell si
scrivono

_ D _

rot H = %—!—Jc—i-.]i, (2.13)

— 0B

tE = —— 2.14

ro > (214)
PeV,,Vt>0,

relazioni che snoo indipendenti dal mezzo presente in V,,. Di tale mezzo si tiene conto mediante le
relazioni materialilindexrelaxioni materiali

D D(E,H), (2.15)

B = B(E,H), (2.16)

Je J.(E,H), (2.17)
PeVy,t>0,

relazioni che devono essere definite, di volta in volta, in funzione del mezzo interessato dal fenomeno
elettromagnetico. Le ipotesi restrittive cui si é fatto cenno nel formulare in 2.1 il postulato numero 4,
ipotesi che si ritengono valide in questo capitolo e nel successivo, sono che i dati del problema, e cioé
le J; e le relazioni materiali, siano tali che:

1. le funzioni vettoriali E, H, che compaiono nelle (2.13) (2.14) ammettano rotore dappertutto in
Voos

2. le £, H, D, B, J. ammettano divergenza dappertutto in V,, e siano derivabili rispetto al tempo
in qualsiasi istante ¢.

Nella (2.13) J. ¢ la densita di corrente elettrica dovuta al movimento di cariche libere del mezzo,
mentre (0D)\ (0t) ¢ la densita di corrente elettrica di spostamento; nella (2.14) (0B)\ (0t) & la densita
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di corrente magnetica di spostamento. Quando il mezzo é conduttore J. assume la denominazione di
densita di corrente elettrica di conduzione. Il mezzo si dice lineare, anisotropo se si puod scrivere

D = E-FE, (2.18)
B = u-H, (2.19)
J. = 7-E, (2.20)

con Z, fi, 7y diadici indipendenti dal modulo di E, |E|, e da quello di H, |H|, che nel sistema di
coordinate curvilinee ortogonali di vettori unitari 21, 72, i3 al quale si conviene qui di riferire le funzioni

vettoriali £, H, D, B, J. si scrivono

]|

= enliiy +e12018y + 138103 +

€210201 + €220202 + €230203 +

311301 + 320302 + €330303 (2.21)
p112187 + p1281is + p13iiiz +

H212281 + poolaly + Ho3lals +

1312301 + p32tsle + H33lsis (2.22)
112181 + 12192 + V138193 +

V212281 + Yaolals + Yo3i2l3 +

V318301 + V320302 + V338313, (2.23)

=2l =l
m+ + 1 + +

- -

dato dal prodotto di uno scalare per il diadico unitd; se tutti e tre i diadici chei compaiono nelle (2.18)
(2.19) (2.20) sono di tale tipo, cioe se si puo scrivere (si tenga presente che & I -E=E,I-H=H se
T ¢l diadico unita)

D =c¢F, (2.24)
B=puH, (2.25)
J.=7E, (2.26)

con ¢ 1, v indipendenti dal modulo di E, |E|, e da quello di H, |H|, il mezzo si dice lineare, isotropo.

1l mezzo si dice omogeneo se €, i, 7 0 €, i, v sono indipendenti dal punto considerato. Il mezzo viene
detto invariante nel tempo se Z, [, ¥ o €, u, v sono indipendenti dall’istante considerato. Un mezzo
lineare, isotropo, invariante nel tempo si dice normale.

Nel seguito, salvo avviso in contrario, si supporra che il mezzo nella regione V' che interessa sia

normale, per cui, essendo valide le (2.24), (2.25), (2.26), le (2.13), (2.14) si scrivono

_ 0E — _
rot H = o0 +yE+ J, (2.27)
— o0H
tE = —u—- 2.28
o ik (2.28)
PeVy,t>0.

Si noti che per la linearita delle (2.27) (2.28) si puo affermare che per esse vale il principio di
sovrapposizione degli effetti. Prendendo la divergenza di ambo i membri della (2.27) si ha

divrot H = div <6%€ —|—7E—|—Ji) =

= %dw (eE) + div (vE + J;) = 0; (2.29)



2.3. EQUAZIONI DI MAXWELL NEL VUOTO

d’altra parte il principio di conservazione della carica permette di scrivere I’equazione di continuita

dp

div (yE + J;) = ~a (2.30)
cosi che la (2.29) si pud porre nella forma
9 _
[div (eE) — p] = 0. (2.31)

ot

Per la (2.29) la quantita [div (eE) — p] ¢ costante nel tempo; poiché essa ¢ stata sicuramente nulla
in assenza della sorgente (che per ipotesi ha funzionato soltanto da ¢ = 0 in avanti), tale costante &
uguale a zero e, di conseguenza, si ha

div D = div (eE) = p. (2.32)

Per un mezzo omogeneo la (2.32) si scrive

divE = g. (2.33)
Analogamente dalla (2.28) si ricava
div B = div (uH) = 0 (2.34)
€, Per un mezzo omogeneo, B
divH = 0. (2.35)

Prima di terminare, si pud osservare che la (2.27) permette di ricavare senza difficolta J; dalla
conoscenza di B, H e di ¢, 7. Cio significa che J; pud essere considerato come una incognita, anziché
un termine noto, determinabile in funzione del campo elettromagnetico nella regione in cui essa &
localizzata.

2.3 Equazioni di Maxwell nel vuoto

Le (2.27), (2.28) contengono come caso particolare quello del mezzo vuoto; in esso si ha

_ OFE _—
tH = — + Js, 2.36
T0 €0 o + ( )
— OH
tE = —uo— 2.
r0o o ot 5 ( 37)
PeVy,,t>0,

con gy permittivita e puo permeabilita del vuoto date, nel sistema di misura m.k.s. , da (H=Henry,
F=Farad)

1 F

= —107"° — 2.38

o o= o [m] (2.38)
H

po = 4n1077 [} (2.39)
m

Il caso del mezzo vuoto € molto importante perché in prima approssimazione ad esso si pud ricon-
durre il caso dell’aria ed inoltre perché, in linea di principio, qualunque mezzo puo essere sostituito dal
vuoto se si introducono opportune correnti impresse (si veda 3.5).

7



2.4. EQUAZIONE DELLE ONDE

2.4 Equazione delle onde

Nei punti di un mezzo omogeneo in cui non vi sono correnti impresse le equazioni di Maxwell si
scrivono

_ E
rotH = e—+~vE, (2.40)
ot
— OH
tE = —p—r-. 2.41
o b (2.41)
Eseguendo il rotore della prima si ha

rotrot H = s%rotEJr’ymtE, (2.42)

cosicche utilizzando la (2.41) e tenendo presente che rot rot H ¢, per definizione, uguale a grad div H —
VZH, ovvero a —V2H per la (2.35), si ottiene

- _
V2H — ua%—t[j — ;waa—lj =0. (2.43)
In un mezzo senza perdite (v = 0) la (2.43) si scrive
_ 2H
VZH — pe 57 =0 (2.44)
Analogamente si dimostra che per v = 0 deve essere
o
V?E — usaan =0. (2.45)

Le (2.44) (2.45) ammettono una soluzione non banale (E # 0, H # 0) soltanto se in qualche regione
di V, sono localizzate sorgenti di campo elettromagnetico; pertanto tali equazioni possono essere valide
solo in regioni V' C V. Le equazioni (2.44) (2.45) sono del tipo detto equazione vettoriale delle onde
ed in coordinate cartesiane la componente generica u del vettore E o del vettore H soddisfa alla

1 0%u

V- 28
Y c? Ot?

=0, (2.46)

che viene detta equazione delle onde, con

c=——  (VEE>0), (2.47)

velocita della luce nel mezzo considerato.

Ogni soluzione dell’ & una funzione d’onda, o, semplicemente, un’onda; per tale motivo sovente si
parla di onde elettromagnetiche anziché di campi elettromagnetici. Si deve notare che quanto sopra
permette di affermare che le intensita di campo elettromagnetico, E ed H, sono soluzioni delle (2.44)
(2.45), ma non viceversa; infatti una coppia qualsiasi di soluzioni delle (2.44) (2.45) non soddisfa, in
generale, alle equazioni di Maxwell, perché possono essere il campo elettrico ed il campo magnetico
sostenuti da differenti sorgenti, collocate in Vo, \ V.

2.5 Teorema di Poynting

Per quanto si & detto in 2.1, la potenza istantanea relativa alle forze esterne che sostengono le correnti
impresse in un volume V ¢ data da

_ / 7, Edv. (2.48)
;
8
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Tale potenza viene spesa per dar origine al campo elettromagnetico, e puo essere espressa in funzioge
di esso, come si passa a dimostrare. Si moltiplichino scalarmente la (2.27) per E e la (2.28) per H;
sottraendo membro a membro si ottiene

= = = — 0F — O0H —
E-rotH—H-rot E = EE.E+ME.H+
+ ’yE -E+J;-E. (2.49)
Quest’ultima, peraltro, si puo scrivere
—= = /1 — — 1 — —
—div (ExH) = —|(=-eE-E+-uH -H
w (ExH) = g (5B Bt gull 1)+
+ ’yE E4+J;- E, (2.50)

per cui integrando su di un volume V', racchiuso da una superficie regolare S, e riordinando i termini
si ha

_/mfdv - /dw (Ex H) dv + (2.51)
|4 \%4

0 /(1 = = 1 — — — —
— | zeF-E+—-pH-H ) dV E-EdV.
LB By B s [
Applicando il teorema di Gauss al primo termine del secondo membro e scambiando tra loro i
simboli di integrale e di derivata rispetto al tempo (il che ¢ lecito in quanto V' ¢ fisso), si ottiene

- /ZwEdV:/(ExF)%dSJr
Vv S

+ 2 (15E-E+ 1uH-H> dV+/ VE-Edv. (252)

dt Jyy \ 2 2 v
in cui # é un versore normale ad S orientato verso ’esterno. La formula (2.52) ¢ nota come teorema di
Poynting. Come si é detto, il primo membro rappresenta la potenza istantanea erogata dalle forze che
sostengono la densita di corrente impressa J;; tale potenza si ritrova come somma delle tre potenze
che compaiono al secondo membro. Esse sono: la potenza dissipata in calore in V, fv ~E-EdV; la
variazione nell’'unita di tempo dell’energia immagazzinata sotto forma elettrica e magnetica nel volume
V, % v (%EE -E+ %uﬁ . F) dV , ed infine la potenza che attraversa la superficie S, fs (E X ﬁ)fz ds.
Si consideri ora un volume V; che contiene V, delimitato da una superficie regolare Sy (fig.??). La
(2.52) si scrive allora

- /zfdvz (B x H) - dS +
Vl Sl
d 1 — = 1 — — _
+ = “¢E-E+-pH-H dV+/ ~E - EdV, (2.53)
dt Jy, \2 2 W
Sottraendo la (2.53) dalla (2.52) si ha
/(Exﬁ)-ﬁdé‘— (B x H) -y dS =
S

S1

d 1 — 1 —
- 4 SE-E+-uyH-H) dv
dt Vl\v(f L ) +

+/ VE.EdVJr/ Ji-EdV. (2.54)
Vi\V



2.5. TEOREMA DI POYNTING

Figura 2.1: Significato fisico del flusso del vettore di Poynting.

Dato che le correnti impresse sono tutte al finito ed hanno incominciato a funzionare in un tempo
finito, si puo sempre scegliere S; in modo tale che nei suoi punti si abbia E = H = 0 (basta infatti
che i punti di S; siano sufficientemente distanti dalle sorgenti perché, per il postulato fondamentale
della relativita, essi appartengano alla regione illimitata nella quale non é ancora arrivata energia elet-
tromagnetica nell’istante considerato); in tal caso l'integrale esteso ad S; ¢ nullo e la (2.54) permette
di dare un significato fisico al flusso uscente attraverso S del vettore E x H (vettore di Poynting): esso
rappresenta la somma della variazione nell’unita di tempo dell’energia elettromagnetica immagazzinata
nel volume esterno alla superficie S, della potenza dissipata in calore e della potenza assorbita dalle
sorgenti (negativa) e/o dagli utilizzatori localizzati nello stesso volume. Da quanto si é detto discende:

1. il significato fisico di potenza istantanea é proprio del flusso del vettore di Poynting e non del
vettore stesso;

2. la superficie S deve essere chiusa (in alcuni casi si parla di flusso attraverso una superficie aperta
in quanto esiste un’altra superficie aperta che chiude quella data, attraverso la quale il flusso ¢
nullo);
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2.6. TEOREMA DI UNICITA IN UNA REGIONE LIMITATA

3. l'energia elettrica di densita %5@ - E e l'energia magnetica di densita %,uﬁ - H sono intima-
mente connesse per i fenomeni variabili nel tempo e quindi non possono essere considerate
separatamente.

Se tutte le correnti impresse sono localizzate all’esterno di V', la (2.52) si scrive
0 = / (B x H) -ndS +
s
d 1 - = 1 — — —
— —eF-E+—-puH-H|dV+ | ~E-EdV, (2.55)
dt J \ 2 2 v
ovVvero

- /S(Exﬁ).msz

d 1 - = 1 - = —
= — —eE-E+ -pH-H dV—I—/'yE-EdV. (2.56)
dt Jyy \ 2 2 v
In questo caso il flusso entrante del vettore di Poynting & uguale alla somma della variazione
nell’unita di tempo dell’energia elettromagnetica immagazzinata nel volume interno alla superficie .S
e della potenza dissipata in calore nello stesso volume.

2.6 Teorema di unicita in una regione limitata

Si consideri un volume V', limitato da una superficie S, e si supponga di conoscere un campo elet-
tromagnetico di intensitd F, H nei punti di V. Dalla (2.27) é possibile ricavare in modo univoco la
densitd J; delle correnti elettriche impresse che sostengono il campo stesso, localizzate all’interno di
S. Al contrario, se é data J; in tutti i punti di V da un istante £ = 0 in poi, esiste pitt di un campo che
soddisfa alle (2.27), (2.28) nei punti di V', dato che non sono determinate le sorgenti localizzate al di
fuori di V. Se si vuole rendere biunivoca la corrispondenza tra J; ed E, H nei punti di V, alle (2.27),
(2.28) ¢é necessario aggiungere delle condizioni che prendono il nome di condizioni ai limiti Esse sono:

1. i valori all’istante iniziale (t = 0) di E e di H in tutto V (condizioni iniziali);

2. il valore del vettore componente E, = A x E xn di E oppure quello del vettore componente
H, = nx H xn di H, tangente alla superficie S in tutti i punti di quest’ultima, per ¢ > 0
(condizioni al contorno).

La dimostrazione procede per assurdo. Si supponga che esistano due campi E, H ed E/, H tali
che in V sia

rotH = 5% +~E + J;, (2.57)
rotE = —ﬂ%, (2.58)
rotH = Eé)t/ +~E + 7, (2.59)
rotE = —,uaalj/ (2.60)

ed inoltre che si abbia

= E/; H=H per t = 0 nei punti di V;

&

1.

-/

xEfo:Et:ﬁxE/xﬁneipuntidiSpert>0.

Sl

2.

>

t =
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2.6. TEOREMA DI UNICITA IN UNA REGIONE LIMITATA

Sottraendo la (2.59) dalla (2.57) e la (2.60) dalla (2.58), si ottiene

muﬁ—ﬁbzzgggégl+ﬂf—fy (2.61)

OH-H)

rot(E—F) = —p g

. (2.62)

[ —

Postoe=E—E;h=H—H,le (2.61) (2.62) si scrivono anche

- de
th = e— € 2.
ro Sy + e, (2.63)
oh
o 2.64
rote e (2.64)

cioé € ed h sono una soluzione delle equazioni di Maxwell omogenee. Applicando a tale soluzione il
teorema di Poynting (2.52) con J; = 0 si ha

0 = /(axﬁyﬁds+
S
+ 4 1**+lﬁﬁ dV+/ e-edV. (2.65)
dt v 286 e 2[1 V’ye e . .

Poiché si hae =&, + e, ed h = hy + h,n, si ha anche € x h-A =28 X hg - N, ma, per l'ipotesi 2 &
e, =FE, — E; =0 e quindi (€ x h) -7 = 0 in tutti i punti della superficie S. Pertanto

/XEXEyﬁdszo, (2.66)
S

e dalla (2.65) risulta
d

1 1 - —
— —ce-e+ — . dV = — -edV. 2.
7 (286 € 2;Lh h) /We [ ( 67)

Integrando quest’ultima da ¢t =0 a ¢ e tenendo conto della condizione 1, si ottiene

1 j - k
/ <6e~e+,uh-h> dV:—/ /’yé-Edth, (2.68)
\4 2 2 0o JV

con 'integrale a primo membro valutato nell’istante ¢. Nella (2.68) il primo membro ¢ positivo o nullo,
il secondo é negativo o nullo, quindi I’eguaglianza é possibile solo nel caso in cui essi siano entrambi
nulli, ovvero

e=h=0. (2.69)

Quest’ultima relazione dimostra che i campi E, H ed E/, H sono coincidenti in ogni punto di V' e
in ogni istante t e quindi che il campo elettromagnetico ¢ univocamente determinato dalla J; e dalle
condizioni ai limiti. La dimostrazione rimane sostanzialmente invariata se, anziché fissare F, si fissa
H, nei punti di S, oppure se si suddivide la superficie S in due superficie S; ed Sy e si fissano E; nei
punti di S; ed H; nei punti di Sp. Si pud infine osservare che le condizioni al contorno si riducono a
i x H xn =nx Exn=0seipunti della superficie S vengono fatti tendere tutti all’infinito, dato che
si é supposto che tutte le sorgenti stiano al finito e pure finita é la velocita di propagazione dell’energia,
per il gia citato postulato fondamentale della relativita.
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Capitolo 3

Campi elettromagnetici variabili
sinusoldalmente nel tempo

3.1 Equazioni di Maxwell per i vettori complessi

Se si suppone che tutte le grandezze dipendenti dal tempo in un fenomeno elettromagnetico varino
sinusoidalmente con esso, per quanto viene detto in Appendice C si pud scrivere

— . —
o Ji e]wt+Ji e Jwt

Jin = > ; (3.1)
pejwt + p* e—jwt
pv = (3.2)
o E eiwt E* —juwt
B, — Z° +2 c (3.3)
_ H eiwt 1 F* e—iwt
O, - HdertiH e (3.4)
2
Introducendo le (3.1), (3.3), (3.4) nella (2.27) si ha
rot 1 (Fej”t +H" e_j“t) = jwe 1 (E et " e_j“’t) +
2 2
1 /— . , 1 /- . .
+ [2 (B +F e_]wt)] 5 (Tt + T e (3.5)

Tale relazione deve valere per tutti gli istanti ¢ e quindi anche per l'istante t; = ¢t + &~ nel quale,

2w
essendo
6jwt1 — ejw(tJrﬁ) :jej‘ﬂt’ (36)

efjwtl _ 67jw(t+ﬁ) — 7] e*jwt’ (37)
essa si scrive
1/ — jwt S TTx —jwt . L.+ Juwt i e dwt
rot i(JHe —JH e ) :jwei(‘yEe ke ) *
+

1/ — — 1
+v [2 (jEeW -JjE e]‘”t)] 5
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3.1. EQUAZIONI DI MAXWELL PER I VETTORI COMPLESSI

Moltiplicando la (3.8) per —j, sommando alla (3.5) la relazione cosi ottenuta e moltiplicando tutti
i termini per e /¢! si perviene alla equazione

rot H=jweE +~E + J;, (3.9)

nella quale J; & una funzione ch,e per ipotesi, ammette divergenza in tutto V.. Analogamente dalla
(2.28) si ottiene B o
rot B = —jwuH. (3.10)

Le (3.9) (3.10) devono essere soddisfatte dai vettori complessi £ ed H e possono quindi essere
utilizzate nella ricerca di tali vettori, dai quali si ricavano quelli reali mediante le relazioni (3.3) (3.4),
che si possono anche scrivere

E.=TRe[Ee“"], (3.11)
H. =TRe[He"]. (3.12)
Ponendo
cc=¢+ e (3.13)
Jw
la (3.9) assume la forma o o
rot H=jwe.E+ J;, (3.14)

cioé l’equazione ¢ formalmente identica nei due casi di mezzo con perdite (v # 0) e senza perdite
(v = 0). Le (3.10) (3.14) sono note come equazioni di Maxwell per i vettori complessi. Nel seguito si
scriverd € anziché e, ogni volta che non sara necessario mettere in evidenza la presenza di perdite nel
mezzo.

Prendendo la divergenza di entrambi i membri della (3.10) si deduce che ¢
div (uH) =0, (3.15)
da cui discende o
divH =0 (3.16)
se il mezzo & omogeneo. Dalla divergenza dei due membri della (3.14) si ha

div (jwe E) = jwdiv (eE) + div (vE) = —div J;. (3.17)

Peraltro, senza difficolta si verifica che all’equazione di continuita (2.30) corrisponde, per le grandezze
complesse, I’equazione o
div (vE+J;) =—jwp (3.18)
per cui dalla (3.17) discende B
div (eE) = p. (3.19)

In mezzo omogeneo quest’ultima si scrive anche
divE =2, (3.20)
€
per cui, essendo in tal caso div(jwe. E) = jwe. div E, dalla (3.17) segue
div J;
202 (3.21)
Jwee €

Dalla relazione ora scritta si deduce che in regime sinusoidale ed in mezzo omogeneo la densita di
carica p, nei punti in cui é nulla la divergenza della densita di corrente elettrica impressa J;, & uguale
a zero; in tali punti E ha divergenza nulla

divE = 0. (3.22)
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3.2. EQUAZIONI DI HELMHOLTZ

3.2 Equazioni di Helmholtz

Analogamente a quanto si & fatto in 2.4, dalle (3.10) (3.14) si puo dedurre che in una regione omogenea,
priva di sorgenti, i vettori complessi F/, H soddisfano alle equazioni

V?E - o’E =0, (3.23)
V?H - ¢°H =0, (3.24)

con
0? = —w? e, (3.25)

equazioni che corrispondono alle (2.45) (2.44) valide per i vettori istantanei.

Un’equazione del tipo della (3.23) o (3.24) viene detta equazione vettoriale di Helmholtz omogenea;
le componenti cartesiane di un vettore che soddisfa all’equazione vettoriale di Helmholtz soddisfano
all’equazione di Helmholtz omogenea

Viu —o?u = 0. (3.26)

Nel seguito si avra occasione di considerare anche equazioni di Helmholtz non omogenee. Anche
in questo caso, come in 2.4, si deve osservare che associando una funzione soluzione della (3.23) con
una qualsiasi delle infinite funzioni che soddisfano alla (3.24) non si ottiene, in generale, un campo
elettromagnetico, cioé la coppia costituita dalle suddette funzioni non &, in generale, una soluzione
delle equazioni di Maxwell (3.10) (3.14); infatti ad una determinata soluzione a divergenza nulla della
(3.23) ne corrisponde una ed una sola della (3.24), ottenibile mediante la (3.10) dalla soluzione della
(3.23).

La radice di 02, che é rappresentata nel piano di Gauss da un vettore situato nel primo quadrante
1

c=a+jp (3.27)

viene detta costante di propagazione intrinseca del mezzo. In caso di conducibilita nulla (v = 0 e quindi
€. =¢€)siha
a=0, B = w+/ue, (3.28)
con /ue > 0; posto
Af=c (3.29)

(X lunghezza d’onda, f = w/(27) frequenza) e tenuto conto della (2.47), dalla seconda delle (3.28) si
ottiene

1 w
c=—=—, 3.30
= (3.30)
ovVvero 5
w T
===3 (3.31)

3.3 Teorema di Poynting per i vettori complessi

Moltiplicando scalarmente la coniugata della (3.9) per E e la (3.10) per H e sottraendo membro a
membro le relazioni cosi ottenute, si ha

Totﬁ* -FE — TOtE-ﬁ* =
- —jw (@*.Ewﬁ*.ﬁ)HE.E*Q;.E (3.32)

162 = —w? pec = —w? pe + jwpy ¢ un numero complesso che nel piano di Gauss & rappresentato da un vettore

situato nel IT quadrante; quindi le sue radici sono rappresentate da due vettori che stanno uno nel I, ’altro nel 117
quadrante.
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3.3. TEOREMA DI POYNTING PER I VETTORI COMPLESSI

La (3.32) integrata su un volume V racchiuso da una superficie S avente 7 come versore normale
diretto verso l’esterno, tenuto conto della identita vettoriale

div (E X F) —rotE-H —rotH -E (3.33)
e del teorema di Gauss si scrive

- / ExH -7adS=
s

_ jw/ (uH* H B F) av+

1%

+ /yE-E*dVJr/T{-EdV. (3.34)

v v

La (3.34) esprime il teorema di Poynting per i vettori complessi; essa pud essere messa nella forma

- /Ji'EdV:/EXH-ﬁdSJr
2 s 2

H - H FE-E E-FE
+ 2jw/ <p —€ >dV+/’y
1% 4 4 1%

che meglio si presta all'interpretazione fisica dei termini che vi compaiono. Infatti, eseguendo la media
in un periodo T della potenza istantanea (tale media & detta potenza attiva) erogata dalle correnti
impresse localizzate entro V, data dalla (2.48), tenuto conto delle espressioni (3.1) (3.3) di J.. ed E.

si ha

1 (T -

— —/ /JN,»-ENdthz
T 0 1%

- 1/T/ 1(761‘“%7*6%'5)-E(Eeﬂ'wwﬁ*e*jwt) AV dt =
T /)y Jy2\"" l 2

_ 1/T/ 1(7. E' 7 E) dv

1) Jya\” i

(Y Y L R
- / / 7 (7 Bt 4 T Bl et av ar. (3.36)
0 v

*

dv, (3.35)

Essendo e2/“! ¢=2%! esprimibili mediante funzioni sinusoidali del tempo di periodo T'/2, il loro
valore medio in T' & nullo e quindi la (3.36) diviene

Y S
— —/ /JNi-ENdth:
T 0 \%

1 (1 - o =
- = (T, E 4T, -E)dvdt=
30T E)

1(7J, E'+J, -E J-E
- —/7 Ji 2 N gy~ Re —/ Lav. (3.37)
v 2 2 v 2
Dalla (3.37) discende che la parte reale P del primo membro della (3.35),
I -E
PC:P+jQ:—/ Ly, (3.38)
1%
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3.3. TEOREMA DI POYNTING PER I VETTORI COMPLESSI

uguaglia la potenza attiva erogata dalle sorgenti contenute entro V. Alla (3.38) si da il nome di potenza
complessa competente alle correnti impresse entro V. Analogamente si ottiene

7/ /E W Ho - hdSdt — /1EXH ;E <H s

- Re[ ExH -ﬁdS]. (3.39)
.2

Al flusso del vettore complesso di Poynting uscente da S si da il nome di potenza complessa
attraversante la superficie S stessa; per questa grandezza si adotta il simbolo

ExH

Pus=Ps+jQs = / - dS. (3.40)
S

Dalle (3.39) (3.40) si deduce che Pg é la potenza attiva che attraversa la superficie S. Ancora,
analogamente, indicata con 7 l’energia magnetica immagazzinata all’istante ¢ nel volume V e con U
I’energia elettrica immagazzinata al medesimo istante nello stesso volume,

1 —
T = /quN~HNdV,
v 2

1 —
U = /fsEN~ENdV, (3.41)
V2

si ha, chiamando rispettivamente 7,,, Uy, i valori medi di 7 e U in un periodo,

1 T
Tm - T/O Tdt:

Y L H-H
= = “uH. -H.dvdt= dv, 42
IR Ja (342
1 T
U, = = | Udt=
v =5
R - E-E
= = —eE. - E.dVdt= dv. 4
T/o /Vf v /VE 1 (3.43)

Infine, indicata con Pj la potenza attiva dissipata in calore nel volume V, si ha

/ / VE. - E.dVdt = / E av. (3.44)

Tenuto conto delle (3.38), (3.40), (3.42), (3.43), (3.44), la (3.35) si scrive

P+jQ=Ps+jQs+2jw(Tm —Un)+ Py, (3.45)
che si scinde nelle due eguaglianze

P = Ps+ Py, (3.46)
Q Qs+ 2w (T — Up) . (3.47)

Dalla (3.46) si deduce che la potenza attiva P erogata dalle correnti impresse entro V' & uguale alla
somma della potenza attiva Ps uscente da S e della potenza attiva P; dissipata in calore nel volume
V. Dalla (3.47) si ha a sua volta che la potenza reattiva @) ¢ la somma della potenza reattiva attraver-
sante la superficie S, g, e della differenza fra i valori medi in un periodo dell’energia magnetica e
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3.4. TEOREMA DI UNICITA PER I, CAMPO E. M. COMPLESSO

dell’energia elettrica immagazzinate nel volume V', moltiplicata per 2 w.

Un insieme di sorgenti e/o di utilizzatori situati all’interno di una superficie S si dice in risonanza
quando é
Q=0. (3.48)

Se tutte le sorgenti sono al finito, si dimostrera che Qg tende a zero al tendere all’infinito dei punti
di S, cioé per V che tende a V; al limite la condizione di risonanza diviene quindi, per la (3.47),

3.4 Teorema di unicita per il campo e. m. complesso

Le condizioni ai limiti che individuano univocamente (come deve essere se si desidera che i risultati
della teoria coincidano con quelli sperimentali) la soluzione delle (3.10) (3.14) corrispondente ad una
data J; nei punti di una regione limitata V sono, nell’ipotesi v # 0, soltanto quelle al contorno. Infatti,
si supponga che E, H, E, H siano due soluzioni delle (3.10) (3.14) scritte con termine noto J;, tali
che sia

E,=E, o H,=H, (3.50)

nei punti della superficie S delimitante V (il pedice ¢ sta ad indicare che si tratta del componente
tangente ad S). Il campo elettromagnetico differenza, di intensita

e=E-FE, h=H-H, (3.51)

¢ una soluzione delle equazioni di Maxwell omogenee (J; = 0 nella (3.14)) e ad esso si pud percio
applicare il teorema di Poynting, con il primo membro della (3.35) uguale a zero. Dalla relazione cosi
scritta si trae

— E* S 5%
Re U”2 -7dS +/762‘3 dv =0, (3.52)
S \%
e 7 7-7* 7.7*
Im /”h -7dS +2w/ (Mhh—ae ¢ ) dv = 0. (3.53)
s 2 L\ 1
Dato che si ha . .
/eXh -ﬁdsz/@-ﬁds (3.54)
s 2 s 2

e che tale integrale ¢ nullo per le (3.50), le (3.52) (3.53) si scrivono

/Vye'; dv =0, (3.55)

hBS e
/v<”4_8 . )dV_O. (3.56)

Nell’ipotesi v # 0, dalla (3.55) si deduce che in V' deve essere € = 0; di conseguenza, dalla (3.56)
viene anche che deve essere h = 0. Cio dimostra che in tal caso entro S vi & una ed una sola soluzione
delle (3.10) (3.14) che soddisfa a date condizioni al contorno (cioé assume prefissati valori di E; o
di H; nei punti di S). ¢ importante sottolineare che I’ ipotesi di mezzo con perdite (y # 0) in V,
¢ essenziale; infatti se ¢ v = 0, la (3.55) ¢ identicamente soddisfatta qualunque sia € e la (3.56) si
limita ad imporre l'uguaglianza delle energie elettrica e magnetica mediamente immagazzinate in un
periodo entro V. Se é possibile percio trovare una soluzione risonante alla pulsazione w delle equazioni
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3.4. TEOREMA DI UNICITA PER IL CAMPO E. M. COMPLESSO

di Maxwell omogenee entro S, per la quale & & = 0 su .9, la soluzione non é univocamente determinata
dalla sorgente e dalle condizioni al contorno.

Nel seguito, per poter ritenere valido il teorema di unicitd si supporra sempre v # 0 e quando si
parlera di v = 0 si intendera in realtd v piccolo quanto si voglia, ma mai nullo.

Se anziché una regione limitata V', si considera tutto lo spazio V., il campo elettromagnetico,
associato con una data .J; situata al finito in un mezzo avente v # 0, é unico se al posto delle
condizioni al contorno si impongono le seguenti condizioni

lim rE =0, (3.57)
T—00
lim rH = 0, (3.58)
r—00

nelle quali si € indicata con r la distanza di un punto qualsivoglia P di V, da un punto arbitrario O, al

finito, scelto come origine. Si supponga infatti che esistano due campi E, H ed F/, H' che soddisfino
le equazioni di Maxwell scritte con lo stesso termine noto e tali che per entrambi valgano le (3.57)

(3.58); per il campo differenza di intensitae=E — E , h = H — I si ha allora

lim re =0, lim rh = 0. (3.59)

r—00 r—00

Per il teorema di Poynting, tenuto presente che €, h sono una soluzione delle equazioni di Maxwell
omogenee, si ha anche per un V qualsivoglia, delimitato da una superficie S

0 = Rel/eXh - hdS
2

exh”
-ndS
L5

-
+/we v, (3.60)
v 2

+

h-n e
+ 2w V (uee ¢ ) av (3.61)
v 4 4
Facendo tendere tutti i punti di S all’infinito e quindi V' a V., dalla (3.60) segue
— E* S =%
0= lim Re V X0 pas|+ lm [ 4SS av (3.62)
S—o0 s 2 VoV Jy

Peraltro, dato che il modo di tendere all’infinito dei punti di S & arbitrario, si pud assumere la S
stessa coincidente con la superficie sferica di raggio r e centro in O, cosicché la (3.62) puo porsi nella

forma .
0= lim Re[/ exh P2 dQ
47 2

e-e

+ lim 5 dv. (3.63)

r—00 V=V Jv

Poicheé per le (3.59) il valore assoluto di

Re [/ exh P2 dQ
47 2

da un certo valore di r in poi, diminuisce al crescere di r, mentre

e-e*
¥ dVv
/1%

é crescente al tendere di V' a Vi, ¢ allora immediato che nell’ipotesi di conducibilita dappertutto non
nulla la (3.62) puo essere soddisfatta solo per € = 0; dato che cid6 comporta, per la (3.61), anche h = 0,

si ha allora F = E/, H= F/, c.v.d..

)
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3.5. CORRENTI VOLUMETRICHE EQUIVALENTI

3.5 Correnti volumetriche equivalenti. Equazioni di Maxwell
con termini noti elettrici e magnetici, in mezzo omogeneo

Le (3.10) (3.14) possono essere estese al caso di mezzo disomogeneo ponendo € = ¢(P) (eventualmente
complesso, €. = e(P) + v(P)/jw), p = u(P), ovvero scrivendo
rot H = jwe(P)E+J;, (3.64)
rotE = —jwp(P)H, (3.65)

con lipotesi che J;, e(P), p(P) siano tali che £, H ammettano rotore e divergenza in tutto Vu. Si
considerino ora due valori €, p arbitrari, costanti; si pud evidentemente scrivere

rotH = jweE+jwle(P)—¢| E+J, (3.66)
rotE = —jwpH—jw [w(P)—pu H, (3.67)

per cui, ponendo
Jy = jwle(P)—¢] E+J;, (3.68)
My = jolu(P)—u T, (3.69)

si ha anche

rotH = jweE+Jy, (3.70)
rotE = —jwouH— My. (3.71)

Pertanto se si considerano come termini noti la densita di corrente elettrica volumetrica Jy =
Ji+jwle(P) —¢] E e la densita di corrente magnetica volumetrica My = jw [u(P) — p] H, il caso di
mezzo disomogeneo viene ricondotto a quello di un mezzo omogeneo di parametri €, u.

Le correnti di densita jw [e(P) —¢] E e jw [u(P) — p] H prendono il nome di correnti volumetriche
equivalenti (alle disomogeneitd) e sono generatori comandati, dato che essi hanno un valore dipendente
da altri generatori che, essendo costituiti da correnti impresse vere e proprie, sono invece generatori
libersi.

Ovviamente quanto ora si é visto equivale a dire che introdurre le correnti volumetriche equivalenti
di densita jw [e(P) —¢] E e jw [u(P) — p] H permette di eliminare le disomogeneita del mezzo, ma cid
¢ generalmente valido solo in linea di principio, perché per conoscere Jy ed My é necessario conoscere
a priori E ed H laddove vi sono disomogeneita. In alcuni casi particolari tuttavia é relativamente
semplice calcolare o misurare valori sufficientemente approssimati di E e/o di H in regioni limitate
nelle quali e soltanto nelle quali ¢ e(P) # € e/o u(P) # p per cui & possibile trattare come termini noti
le funzioni [¢(P) — ¢] E e/o [u(P) — u] H.

Sulla base delle osservazioni sopra esposte, nel seguito si considerera, salvo avviso in contrario,
soltanto il caso di un mezzo dappertutto omogeneo. Dato che per le ipotesi fatte E, H, Jy, My
ammettono divergenza in tutti i punti di V., prendendo la divergenza di entrambi i membri delle
(3.70) (3.71) si ottiene

— div J
divE = -Z0V_ PV (3.72)
Jjwe €
— div M A
divH = -0V _ AV (3.73)
Jw pu o
avendo posto (equazioni di continuita)
div]y = —jwpy, (3.74)
dZ’UMV = —j (4))\\/7 (375)
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con py densita di carica elettrica di volume e \y densitd di carica magnetica di volume (la denom-
inazione di Ay non tragga in inganno: l'introduzione di Ay non equivale ad ipotizzare che esistano
cariche magnetiche nel mondo fisico). Nello studio di fenomeni elettromagnetici si puo far ricorso alle
(3.70) (3.71) (3.72) (3.73) dando a Jy,, My il significato di termini noti capaci di descrivere matemati-
camente sorgenti fisiche e disomogeneitd del mezzo. Ovviamente cid porterd ad utili risultati soltanto
se, data una sorgente fisica e le caratteristiche del mezzo in V., si sara in grado di fissare Jy ed My,
in modo tale che le intensita di campo E, H calcolate coincidano con i valori misurati (a meno degli
errori di misura). In accordo con quanto detto sinora, la scelta di Jy, My dovra essere fatta in modo
che tali funzioni vettoriali di punto ammettano divergenza dappertutto in V,, (altrimenti, per le (3.72)
(3.73), E, H non avrebbero divergenza definita dappertutto in V). Inoltre con procedura identica
a quella seguita in 3.4 si dimostra che il campo é univocamente definito se ai termini noti Jy, My
si aggiungono le condizioni al contorno in una regione limitata V' C V e le (3.57) (3.58) in V., (le
condizioni all’istante iniziale non portano informazione per la supposta dipendenza sinusoidale da t
delle grandezze in gioco).
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Capitolo 4

Campi elettromagnetici come
distribuzioni

4.1 Introduzione

Nel Capitolo 2 si é formulata una teoria matematica dei campi elettromagnetici basata sull’ipotesi di
grandezze in gioco E, H che ammettono derivata rispetto al tempo, nonché rotore e divergenza in tutto
lo spazio V.. In base ad essa lo studio di un fenomeno elettromagnetico in una regione V', a partire
da un certo istante t = 0 in poi, puod essere fatto attraverso la risoluzione delle equazioni di Maxwell
se si é in grado di dedurre dall’esame del fenomeno che interessa un possibile valore del termine noto
Ji(P,t), dei parametri del mezzo e delle condizioni ai limiti.

La coppia di funzioni E(P,t), H(P,t) che cosi si ottiene & valida, dal punto di vista della descrizione
del fenomeno fisico, se almeno in una certa regione di spazio e per un certo intervallo di tempo essa
coincide con i valori misurati delle intensita di campo elettrico e magnetico, a meno della imprecisione
delle apparecchiature di misura. ¢ chiaro che diverse scelte di J;(P,t) e delle condizioni ai limiti per
assegnati valori dei parametri del mezzo e(P), u(P) porteranno a diverse funzioni E(P,t), H(P,t),
ma ¢ anche intuitivo che diverse scelte di J;(P,t) e delle condizioni ai limiti potranno portare a valori
che, pur risultando anche notevolmente diversi in certe regioni di spazio ed in certi intervalli di tempo,
saranno ugualmente accettabili in regioni di spazio ed intervalli di tempo particolari. L’abilita di chi
utilizza la teoria matematica dovra allora dimostrarsi non solo nell’ottenere le funzioni E(P,t), H(P,t),
ma anche nello scegliere J;(P,t) e le condizioni ai limiti in modo tale che la risoluzione delle equazioni
di Maxwell risulti la pit agevole possibile. Questa osservazione, oltre a suggerire un criterio da tenere
presente in fase di definizione della funzione J;(P,t) e delle condizioni ai limiti, porta anche a porsi la
seguente domanda: non sara possibile formulare un problema matematico diverso da quello considerato
in precedenza, ma ugualmente valido e piu facile da risolvere? Una prima risposta positiva a tale quesito
é stata fornita attraverso l'introduzione, nel Capitolo 3 dei vettori variabili sinusoidalmente e dei vettori
complessi che i rappresentano. L’andamento sinusoidale nel tempo, da —oco a +o0o, non é aderente
a quello delle grandezze di un fenomeno fisico, perché si suppone che tutti i fenomeni abbiano avuto
inizio in un istante t = £ < 0 con ¢ finito, ma i risultati della teoria del Capitolo 3. che ¢ piu semplice
di quella del Capitolo 2, possono essere usati quando il transitorio si & praticamente esaurito, se si ha a
che fare con sorgenti che sono nulle per ¢ < 0 e sinusoidali per ¢ > 0. Inoltre, nel caso di parametri del
mezzo indipendenti dal tempo, tali risultati possono essere usati attraverso la trasformata di Fourier
per trovare la soluzione anche nel caso di dipendenza dal tempo non sinusoidale. Un’ulteriore risposta
positiva al quesito che ci si é posti in precedenza verrd data in questo Capitolo formulando una nuova
teoria per i vettori complessi, basata sull’uso delle funzioni generalizzate o distribuzioni [1], di cui in
Appendice A vengono illustrate, oltre alle definizioni, anche alcune proprieta utilizzate nel seguito.
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4.2. EQUAZIONI DI MAXWELL PER LE DISTRIBUZIONI

Cio permettera di schematizzare le sorgenti del campo elettromagnetico con sorgenti volumetriche,
superficiali, lineari, puntiformi (sia elettriche, sia magnetiche) e portera ad una semplificazione del
problema matematico.

In questo capitolo le funzioni ordinarie verranno indicate mettendo in evidenza la variabile di
punto (ad esempio f(P), A(P)), mentre le distribuzioni verranno indicate con un simbolo nel quale
tale variabile non compare (ad esempio f, A). Quest’ultima convenzione potrebbe dar luogo a qualche
confusione quando si avra a che fare contemporaneamente con distribuzioni e grandezze costanti in

Voo ; ogni dubbio dovrebbe tuttavia essere fugato dal contesto nel quale i vari simboli verranno usati.

4.2 Equazioni di Maxwell per le distribuzioni
Mettendo in evidenza la dipendenza dal punto P, le (3.70) (3.71) si scrivono

rot H(P) = waE(P)—i—jvf), (4.1)

rot E(P) = —jwuH(P)— My(P), (4.2)
PeV,.

Se si indica con Uy, la distribuzione di Heaviside relativa a Vo, (generata dalla funzione di Heaviside
relativa a Voo, Uy, (P), uguale ad 1 in tutto V) e si moltiplicano ambo i membri delle (4.1)(4.2) per
Uy, si puo allora scrivere

Uy_rot H(P) = jOJEE(P)UVm + jv (P)Uvoo, (4.3)
Uvoc rot E(P) = fjw,uF(P)UVm - MV (P)UVOQ . (44)
D’altra parte, introdotte le distribuzioni (si tenga presente che |E(P)|? e |[H(P)|? sono sicuramente

localmente sommabili perché proporzionali alle densitd di energia mediamente immagazzinate in un
periodo)

E=E(P)Uy... 15)
H=H(P)Uy,_, 6)
per la (B.85), essendo gradUy,_ =0, si ha
rot H = rot[H(P)Uy,_] = Uy_rot H(P), 4.7)
rotE = rot[E(P)Uy,] = Uy,_rot E(P), (4.8)
per cui se si pone anche
jv = j\/(P)UVOC7 (49)
My = Mv(P)Uy,, (4.10)
le (4.3) (4.4) portano a scrivere
rot H = jweE + Jy, (4.11)
rotE = —jwpuH — My . (4.12)

Le (4.11) (4.12) sono soltanto un modo diverso di esprimere i legami imposti dalle (4.1) (4.2) dato
che le intensita di campo elettrico, E(P), e magnetico, H(P), sono ottenibili dalle

E(P) = E[P)], (4.13)

H(P)=HI[P], (4.14)



4.3. EQUAZIONI DI CONTINUITA PER LE DISTRIBUZIONI

con E[P], H[P)] valori locali (definiti in tutto V) delle distribuzioni E, H. Le (4.11) (4.12) (4.13) (4.14)
sono tuttavia molto utili, perché suggeriscono di generalizzare la teoria sinora svolta introducendo, al
posto di Jy, My, due opportune distribuzioni J, M cosi che si possa scrivere

rot H = jweE +J, (4.15)
rotE = —jwopH — M (4.16)

e supporre che le (4.13) (4.14) siano ancora valide, cioé che le intensita E(P), H(P) coincidano con i
valori locali delle distribuzioni F, H, che soddisfano le (4.15) (4.16).

Ovviamente E(P), H(P) dipenderanno dai nuovi termini noti, per cui la nuova teoria proposta avra
valore applicativo se, e soltanto se, data una sorgente fisica in un mezzo normale (non necessariamente
omogeneo), si ¢ in grado di definire J, M in modo tale che dalle (4.13) (4.14) si ottengano funzioni E(P),
H(P) che approssimano in modo soddisfacente i valori delle intensita di campo misurabili (almeno nella
parte di V, che interessa) ed aventi il corretto comportamento all’infinito, cioé soddisfacenti le (2.57)
(2.58) di Capitolo 2.

Si noti infine che le (4.15) (4.16) sono formalmente identiche alle (3.70) (3.71), ma mentre queste
ultime sono uguaglianze fra funzioni ordinarie, valide punto per punto, le prime sono uguaglianze nel
senso delle distribuzioni, cio¢, indicata con ¢(P) una qualsiasi funzione di prova, esse implicano che
deve essere

<rotH,p> = jwue<E,p>+<J >, (4.17)
<rotE, 0> = —jwu<H,o>—<M,p>. (4.18)
4.3 Equazioni di continuita per le distribuzioni

Poiché una distribuzione é derivabile infinite volte, qualsiasi distribuzione vettoriale ammette diver-
genza per cui dalla (4.15), scritta con e, al posto di ¢, e dalla (4.16) discende

diwE = 2T (4.19)
jwee
_ v M
gl = - (4.20)
jwp

(si tenga presente che la divergenza di un rotore ¢ sempre nulla). Le equazioni di continuitd per le
distribuzioni sono

div(J+~E) = —jwp, (4.21)
divM = —jw) (4.22)
e permettono la definizione delle distribuzioni densita di carica elettrica p e densita di carica magnetica

A; utilizzando le (4.21) (4.22) dalle (4.19) (4.20) discende anche

divE = (4.23)

divH =

TI>0l

(4.24)

25



4.4. POTENZIALI VETTORI

4.4 Potenziali vettori

Si consideri, per il momento, il caso per il quale le (4.15) (4.16) (4.20) si scrivono

rotH = jweE+J, (4.25)
rotE = —jwuH, (4.26)
divH = 0. (4.27)
Per la (4.27) si ha allora
— 1 _
H= ;rot A, (4.28)

con A distribuzione da determinare in guisa tale che le (4.25) (4.26) siano soddisfatte; introducendo la
(4.28) nella (4.26) si ha

rot (E + jwA) =0, (4.29)
per cui, indicata con p una distribuzione arbitraria, si ha anche
E = —gradp — jwA. (4.30)

Le distribuzioni A (potenziale vettore magnetico) e p (potenziale scalare elettrico) debbono essere
tali che, oltre alla (4.26), sia soddisfatta anche la (4.25), cioé deve aversi

1 — .
~rotrot A = —jwe gradp + w’cA + J, (4.31)
1
ovvero, posto
0? = —w?pe, (4.32)
rotrotA = —VZ2A+ graddivA =
= —jwuegradp — oA + pd. (4.33)

Peraltro arbitrarieta di p permette di imporre (condizione di Lorentz

div A+ jwpep =0, (4.34)

nel qual caso A deve soddisfare all’equazione

VZA - 0?A=—pJ (4.35)

se si vuole che le (4.30) (4.28) soddisfino alle equazioni di Maxwell. Combinando le (4.30) (4.34) si ha
anche la relazione

— jwA, (4.36)

che permette di ricavare F in funzione del solo potenziale vettore A. In alternativa alla (4.36) si puo
utilizzare la (4.25) per scrivere
rot H J rotrot A J

porotf T rotrotd | J (437)
Jwe jwe Jwpe Jjwe

espressione particolarmente utile quando si conosca gia H. B o
Procedendo in modo analogo, a partire dalle (4.15) (4.16) (4.19) nel caso J =0, M # 0 si ha
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rot H = jweE, (4.38)
rotE = —jwuH — M, (4.39)
dvE = 0, (4.40)
_ 1
E = —grotF (4.41)
(F potencziale vettore elettrico),
H = —grads — jwF (4.42)
(s potenziale scalare magnetico),
divF + jwupes=0, (4.43)
VF — 0’F=—eM, (4.44)
— ddivF —
7 - graddiv T, (4.45)
Jwpe
T - _rotF B M _ rotrot F _ M (4.46)

jwp  jep jope  jwp’

Le formule valide nel caso J # 0, M # 0 si ricavano combinando i risultati precedenti; in particolare,
utilizzando i soli potenziali vettori si ha

E= M — jwA - érot?, (4.47)
joop

7 - Jreddiv F dl; I F+ Lrota, (4.48)
Jop u

4.5 Principio di dualita

Si verifica senza difficolta che le (4.15) (4.16) (4.23) (4.24) (4.47) (4.48) sono invarianti se sottoposte
al seguente insieme di sostituzioni formali

E — H, (4.49)
H — -FE, (4.50)
Lo g, (4.51)
J — M, (4.52)
Mo 7, (4.53)
po— A (4.54)
A — —p, (4.55)
A — F, (4.56)
F — -—A (4.57)
p — S, (4.58)
s — —p. (4.59)

Questa proprieta ¢ nota come principio di dualita e permette di ottenere con facilita le espressioni
letterali valide nel caso J = 0, M # 0 da quelle del caso J # 0, M = 0 e viceversa. Nell’applicare il
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4.6. EQUIVALENZA DI SORGENTI ELETTRICHE E MAGNETICHE

principio di dualita si deve avere ’avvertenza di assicurarsi che tutte le grandezze presenti nell’insieme
di sostituzioni sopra citato figurino esplicitamente nelle formule considerate. Il principio di dualita
ed il principio di sovrapposizione degli effetti consentono di ricavare le formule valide nel caso J # 0,
M # 0 da quelle di uno solo dei due casi considerati in precedenza (nel seguito si partira sempre dallo
studio del caso J # 0, M = 0).

L’attendibilita di quanto ora affermato pud essere immediatamente verificata sulle formule del
paragrafo precedente; infatti applicando il principio di dualita alle (4.25) (4.26) (4.27) (4.28) (4.30)
(4.34) (4.35) (4.36) (4.37) si ottengono le (4.38) (4.39) (4.40) (4.41) (4.42) (4.43) (4.44) (4.45) (4.46),
mentre la (4.47) e la (4.48) si ricavano dalle (4.36) (4.41) e dalle (4.28) (4.46) quando si applica il
principio di sovrapposizione degli effetti ai due casi J # 0, M =0 e J = 0, M # 0 per ottenere le
formule valide quando é J # 0, M # 0.

4.6 Equivalenza di sorgenti elettriche e magnetiche

Si supponga che sia .J # 0, M = 0, per cui si pud scrivere

rotH = jweE+J, (4.60)
rotE = —jwuH. (4.61)
Posto -
7w+, (4.62)
Jwe
dalla (4.60) discende
rot H = jwek ; (4.63)

peraltro si ha

— — tJ
rotE =rotE + — , (4.64)
jwe
ovvero, per la (4.61), si puo scrivere
— — tJ
rotE = —jwuH + ro (4.65)

jwe
Dalle (4.62) (4.63) (4.65) appare evidente che ¢ possibile sostituire al termine noto elettrico .J il
termine noto magnetico rot J/(jwe) nella ricerca delle intensita del campo elettromagnetico F, H

relative alle regioni di Vo, nelle quali ¢ nullo il valore locale di .J, J[P] = 0.
Per dualita dalle (4.62) (4.65) (4.63) si ottiene anche che le relazioni

— — M
— — rotM
rotH = juweE + ro ) (4.67)
jwp
rotE = —j wuﬁ/ (4.68)

permettono di ottenere nelle regioni in cui é M]IP] = 0 le intensita del campo elettromagnetico E,
H, sostenuto dai termini noti J = 0, M # 0, in funzione di un solo termine noto elettrico, pari a
rot M /(jwp).
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Z
IO
a0
’/A
¢
¢ i

Figura 4.1: Spira percorsa da corrente costante.

Nelle applicazioni ’equivalenza fra generatori elettrici e magnetici consente di scegliere, di volta in
volta, il tipo di generatore pitt semplice da utilizzare. Inoltre la procedura di sostituzione puod essere
ripetuta quante volte si voglia.

A titolo di esempio, si consideri il caso particolare in cui &

JZjl Zjl(Q) 51 2109275[, (469)

ovvero il caso in cui la sorgente & una corrente elettrica lineare di valore Iy costante nei punti della
circonferenza ! (fig. 4.1) alla quale ¢ associata la distribuzione di Dirac d;, con il verso della corrente
Iy coincidente con quello della coordinata ¢ crescente. Per definizione si ha (si noti che ¢(P) ¢é la
funzione di prova, mentre ¢ ¢ la coordinata sopra citata)
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4.6. EQUIVALENZA DI SORGENTI ELETTRICHE E MAGNETICHE

27
<J,eP)> = /Iogbgo(P) dl = Ioa/ o(P) (—senpi+ cospj) dp =
l 0

2m 2T
= Iya {—i/ o(P) senpdp —l—j/ o(P) cosgpdg@] . (4.70)
0 0

Peraltro, per valori sufficientemente piccoli di r = a, il valore di ¢(P) per P = Q = Q(a,7/2,¢) €1
puo essere ottenuto arrestando al secondo termine lo sviluppo di Taylor di ¢(P) nell’origine quando ci
si muova nella direzione di Q — O, per cui si pud scrivere

Q) = »(0)+ a “£(0) = (0)+a lgrad o(P)]p_q - 7 =
= [(;p O) —1—2@(0)1@} (cospi+senyp)) =
= [(p )cosp + %(0) sengo} ; (4.71)

sostituendo la (4.71) nella (4.70) e tenendo presente che le funzioni sen ¢, cos ¢ e sen p cos p danno
contributo nullo quando vengono integrate fra 0 e 2, si ha infine

- Oy 2 Oy 27
_ 2 2 2 _
<Ji,eo(P)> = Ia [ 6y( ) / sen cpdgp—i—]ax (0) /0 cos “pdp
0p 0
—_ 2| _
= Iyra [ 0 dy (0) +7 e (0)] (4.72)

ovvero si puo affermare che quando il raggio a della spira [ tende a zero si pud scrivere
Ji=Iyma®gradd x k (4.73)

(6 &, ovviamente, la distribuzione di Dirac nell’origine). Si supponga ora che mentre a tende a zero la
corrente Iy tenda all’infinito in modo tale che il prodotto Iyma? = IS si mantenga costante; osservato
che per la (B.85) ¢ (rot k = 0 perché k & costante)

rot (6 k) = gradé x k, (4.74)
dalla (4.73) segue
_ rot (jwu[o S(SIAC)
J = - , (4.75)
Jwp
per cui, confrontando con la (4.67), si puo dire che la sorgente magnetica

M = jwply Sok = N 6k (4.76)

sostiene un campo elettrico E identico a quello dovuto a .J; ed un campo magnetico H legato a quello
H' di J, dalla (4.66). Dato che M ha valore locale M[P] nullo in tutti i punti di Vs, diversi dall’origine,
quanto ora si é trovato permette di scrivere

/

H'[P|=H[P], PeVy\o0, (4.77)

per cui si puo affermare che la sorgente (4.69) sostiene un campo elettromagnetico le cui intensita
tendono a quelle del campo della sorgente (4.76) quando si fa tendere a zero il raggio a della spira
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e all’infinito Iy, in modo che sia costante il prodotto [pS. Il risultato ottenuto altro non é che il
teorema di equivalenza di Ampére, in base al quale si puo affermare che una sorgente fisica, descrivibile
in modo soddisfacente con una spira di corrente elettrica lineare, sostiene un campo elettromagnetico

le cui intensita E(P), H(P) praticamente coincidono con quelle di un dipolo magnetico, orientato
perpendicolarmente al piano di giacitura, z = 0, della spira e di momento

N = jwuly Sk, (4.78)

nei punti dello spazio la cui distanza dai punti della spira ¢ molto grande rispetto al raggio a della
spira stessa.

4.7 Le intensita di campo E(P), H(P)

Si supponga che in Vo vi sia una sola sorgente fisica e che nel problema matematico associato tale
sorgente venga rappresentata dalla coppia di distribuzioni J # 0, M = 0. Si supponga che per il
potenziale vettore A associato a .J si possa scrivere

A=A(P)Uy_, (4.79)

con A(P) localmente sommabile in V... Indicato con 7 un volume delimitato da una superficie o di
normale 7 orientata verso i punti di Vi, \ 7, si faccia ora Iipotesi che A(P) sia derivabile infinite volte
in un aperto 2 contenente 7. Dalla (B.99), tenuto presente che Vi, contiene 7, segue ! che si puo
scrivere (Q € o)

rotA = rot [A(P)Uy,_] =
rot [A(P)Uy..\, + A(P)U,] =
= rot [A(P)Uy,\.] + Urrot A(P) — 7 x A(Q)ds,

(4.80)
ovvero, per la (B.82),
<rotd, o> = <rot [A(P)Uy .|, ¢ >+
+ < Usrot A(P),o > — <h x A(Q)dy,p >=
= f/v . grad o(P) XZ(P)dVJr/TOtZ(P)(p(P)de
- [ X AQu@n (481)

Si noti che al primo termine a destra dell’'uguale si ¢ applicata la formula (B.82) valida per tutte le
distribuzioni generate da una funzione localmente sommabile, e non la (B.99) perché nessuna ipotesi
¢ stata fatta sul comportamento di A(P) in V,, \ Q. Peraltro lintegrale di volume esteso a Vo, \ T e
quello di superficie si annullano per ¢(P) € Fi, k C 7\ o perché in tal caso ¢(P) risulta uguale a zero
in Vo \ 7 e su 0. Dalla (4.81) si ricava pertanto

< [rot A — Uzrot A(P)] , ¢ >=0, (4.82)
QD(P) e Fr,kCT

I'Dato che le funzioni di Heaviside relative ad un qualsiasi volume sono indefinite sulla superficie che delimita
tale volume, ¢ del tutto indifferente scrivere Uy, \;+ 0 Uy, \, nella (4.80); in effetti si ha fVoo Uy \+(P)pdV =

fV(x) UVOO\T(P) @ dV dato che le due funzioni integrande tutt’al piu differiscono in un insieme di misura nulla in V.
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per cui, ricordando la definizione di valore locale di una distribuzione data in A.2.17 e le (4.14) (4.28)
si ha )
H(P)= —rot A(P), Per. (4.83)
W

Analogamente, partendo dalle (4.13) (4.37) si giunge a scrivere
rotrot A(P)  J[P]

E(P) = - -, Per. (4.84)
Jwpe Jwe

Una espressione alternativa alla (4.84) si puo ottenere, sempre in modo analogo, a partire dalla
(4.36)
_ graddiv A(P)
N Jwue
Dalle (4.83) (4.85) si trae che I'ipotesi che A(P) sia derivabile infinite volte nell’aperto + = 7\ o
implica che tale proprieta sia posseduta anche da E(P) ed H(P). Dalle (4.83) (4.84) si puo poi ottenere

E(P) — jwA(P), Pert. (4.85)

rot H(P) = jweE(P) + J[P], Per (4.86)

e dalle (4.85) (4.83)
rot E(P) = —jwuH(P), Per. (4.87)

Si osservi infine che dal confronto delle (4.84) (4.85) si trae

graddivA(P) — rotrot A(P) = V*A(P) =
= o*A(P) - uJ[P], Pecr. (4.88)

Da quest’ultima discende che la derivabilita infinite volte in 7 deve essere verificata anche da J[P],
ma si noti che nulla si pud dire circa il comportamento di J[P] al di fuori di 7 (in particolare, J[P]
puod non essere definito in Vo \ 7).

Applicando il principio di dualita si ottengono le formule valide nel caso in cui & J = 0, M # 0 .

Dalle (4.83) (4.84) (4.85) (4.87) (4.86) si ha, nell’ordine,

E(P) = —érot F(P), (4.89)
AP — rot fotF(P) B H[P], (4.90)
Jwpe Jwp
— _ graddivF(P) . —
H(P) = T o JwE(P), (4.91)
rot HP) = jweE(P), (4.92)
rot E(P) = —jwpH(P)— M[P], (4.93)

PcrT.

(4.93) sono valide in un aperto 7 nel quale F'(P) ¢ derivabile infinite volte.
Applicando il principio di sovrapposizione degli effetti si ottengono infine le formule valide nel caso
generale: J # 0, M # 0. Utilizzando per E(P) le (4.84) (4.89) e per H(P) le (4.83) (4.90) si ricava

— AP) JP 1 —
Bp) — retrotA®) _JIPL L pp), (4.94)
Jwpe jwe €
— FP) M[P 1
mp) = rorolfP) MIPL L, (4.95)
jwpe jon p
Per,
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mentre dalle (4.86) (4.92) e dalle (4.87) (4.93) discende

rot H(P) = jweE(P)+ J[P], (4.96)

rot E(P) = —jwpH(P)— M[P], (4.97)
Per,

se ora con E(P) e con H(P) si intendono le somme delle intensita di campo elettrico e magnetico
sostenute dalle J ed M separatamente.

Confrontando le (4.1) (4.2) con le (4.96) (4.97) si vede che esse sono formalmente identiche e che
la sola differenza risiede nel fatto che le prime valgono dappertutto in V.., mentre le seconde sono
soddisfatte soltanto nei punti dell’aperto 7. Eseguendo la divergenza delle (4.96) (4.97) si trae anche

divE(P) = ‘w, (4.98)
divH(P) = —‘W, (4.99)

Pcr.

Alla luce di quanto si ¢ detto in questo paragrafo la conoscenza delle intensita E(P) e H(P) in
una regione 7 ¢ ricondotta alla ricerca dei potenziali vettori A ed I’ associati con le sorgenti elettriche
e magnetiche localizzate in tutto V, ed alla verifica della derivabilitd infinite volte in 7 di A(P) ed
F(P).

4.8 Alcune sorgenti di campo elettromagnetico e relativi poten-
ziali vettori

In quanto segue ci si propone di individuare i potenziali vettori relativi ad alcune distribuzioni J
ed M che sono adatte a descrivere matematicamente sorgenti fisiche importanti dal punto di vista
applicativo.

A proposito delle sorgenti J ed M si dira che esse sono localizzate nei loro supporti, cioé negli insiemi
complementari del massimo insieme aperto nel quale esse si annullano (cio, ovviamente, implica che la
sorgente non ¢ localizzata nei punti di V. nei quali il suo valore locale & zero).

4.8.1 Sorgenti puntiformi

Si consideri la distribuzione

Jgo = doM, (4.100)

con M vettore costante arbitrario e d¢ distribuzione di Dirac nel punto (). Poiché il valore locale di
jQ & zero in tutti i punti dell’aperto V, \ @, il supporto di tale distribuzione ¢ il punto @, per cui a jQ
viene riservata la denominazione di sorgente elettrica puntiforme, localizzata in Q). Particolarmente
semplice ¢ lo studio della sorgente elettrica puntiforme localizzata nell’origine

Jo =M, (4.101)

il cui potenziale vettore

Ag = Ag(P) Uy, (4.102)
soddisfa, per la (3.35), all’equazione
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V2 Ay — 0?4y = —pMo. (4.103)
Posto - o o
Ay = —pME = —pME(P) Uy, (4.104)
si fa ora l'ipotesi di lavoro che £(P) sia derivabile infinite volte nell’insieme nel quale non ¢ localizzata
la sorgente, cio¢ nell’aperto V. \ 0. Dalla (4.88) si trae allora (si tenga presente che M ¢é costante, che
con i simboli ora adottati ¢ A(P) = —uME(P) e che 6[P] =0 per P € V. \ 0)
V2E(P) — o*E(P) =0, PeVy\o. (4.105)

Peraltro per ragioni di simmetria £(P) puo ritenersi funzione soltanto della coordinata r in un
sistema di coordinate sferiche (r,9,¢) con origine in 0, per cui la (4.105) si scrive anche

2 _ 2 _1d 2dE(r) _ 2 _
VeE(r)—o°&(r) = ool Ll o“E(r) =0, (4.106)
OVVero
d*E(r) de(r)
T2 +2 = r&(r). (4.107)
Ma e
2 [rE(r)]  d*E(r) dé&(r)
2 e TR, (4.108)
e quindi (C costante)
rE(r) = Ce*or. (4.109)

La soluzione in +o deve essere scartata perché non porterebbe ad un campo soddisfacente le
condizioni all’infinito, per cui si conclude che si puo scrivere

e~ T

E=C

U 4.110
— Uvee; ( )

con C' costante che deve essere scelta in modo tale che Ay soddisfi alla (4.103). A tale scopo conviene
osservare che si pud scrivere

<V2E,9(P)> = <&V p(P)>=
= <UVOO,06T V2<,0(P)>:/V Oer V2 p(P)dV =
B . e—ar 5
=, Jm /V \VOC — Vi p(P)av, (4.111)

essendo V) un insieme sferico con centro nell’origine O e Vi C V. Peraltro se si indicano con S ed Sy le
superficie che delimitano V' e Vj e si suppone che le loro normali 7 ed 7y siano orientate verso i punti
di Voo \ 'V e W, rispettivamente, il teorema di Green (B.29) permette di scrivere

lim / S V2p(P)dV =
V-V, Vo—0 V\Vo T

— lim / o(P) V2 (6 >dV—
V=V ,Vo—0 V\Vo r

—  lim {QD(P) 0 (6”) e &D(P)} ds +

VoV Jg on r r  on
+ lim )2 () 9% gy ]2 40 (4.112)
750 S |17 Tor \ r or ’ ’
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se si tiene conto del fatto che si ha # = —ng (e quindi {%0 = f%) nei punti di Sy, mentre d) =

sen ¥ dddy é angolo solido elementare. Ricordato che ¢(P) & una funzione di prova di supporto k
compatto (cioé chiuso e limitato), ¢ immediato che facendo tendere V' a V., il contributo dell’integrale
esteso ad S si annulla perché finird sempre con l'essere S C Vo \ k e quindi ¢(P) e g—i(P) nulli nei
punti di S.

Rimangono pertanto da considerare soltanto gli altri termini nella (4.112). Essendo

—or —or

2 €

\Y = 0 , (4.113)
r r
8 6—0'7' 1 e—a"f'
— = — — 4.114
or r (o + T> ro ( )
r#0,

dalla (4.112) segue

670' i

/ e v2<p(P)dV:/ o> & o(P)aV —
Voo T Voo r

: —or —or 890 o
—}1_1% |:(07”+1)6 /47r P(P)dQ+re [lﬂ(‘)?"(P)dQ] =
- 02/ 6; o(P)dV — 47p(0), (4.115)
Voo

dato che, essendo p(P) di prova, essa e la sua derivata rispetto ad r si mantengono dappertutto finite
e continue, mentre P tende ad O quando r tende a zero. Dalle (4.111) (4.115) si trae

<V2E,0(P)>=02 <&, ¢(P)> 41 C < 6,p(P) >, (4.116)

Ovvero

V2E — 02 = —4nC'6, (4.117)

per cui la costante C' deve essere posta uguale a —1/(4x). Di conseguenza dalla (4.110) si trae

1 e*ﬂ"l”
E=—— U 4.118
i r Voo ( )
e dalla (4.104)
. ‘LL 7670"'”
Ay = — Uy, . 4.119
0= M——Un ( )

Per ottenere il potenziale vettore Ag relativo alla sorgente puntiforme localizzata in un punto
generico @, descritta dalla distribuzione (4.100), basta porre |P — Q| al posto di r; si ha

& LerTely, 4.120
Q= _EW Voo (4.120)
cosi che, per la sorgente puntiforme elettrica, localizzata nel punto @ si puo scrivere
Ay =Ao(P)U v (Y 4121
Q=A4¢(P)Uv, = e W Voo (4.121)

Per dualita la sorgente puntiforme magnetica, localizzata nel punto Q (M viene sostituito con il
vettore A per sottolineare, fra I’altro, che vi ¢ un cambiamento di dimensioni)
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M = Mg = dogN (4.122)

da luogo ad un potenziale vettore elettrico

Fo=FolP)Uy. = W%y (4.123)
@ =FalP) v =N gr ¥ '
Dalle (4.121) (4.123) si trae
—o |P-Q)|
J—)
=-—M— 4.124
Aq(P) = P=q ( )
—o |P—Q|
& —¢€
Fo(P)= —N———, 4.125
Q(P) P—Q] ( )
P#Q,

dalle quali segue immediatamente che Ag(P) ed Fo(P) sono derivabili infinite volte in Vi, \ @, in
accordo con lipotesi di lavoro fatta in precedenza, per cui si puo dire che le formule (4.94) (4.95)
sono utilizzabili per ottenere le intensita E(P), H(P) dovute alle sorgenti puntiformi (4.100) (4.122)
nell’aperto Vo \ Q.

ovute ad una sorgente puntiforme soddisfano in V., \ Q le

Le intensita di campo E( P)d
on MIP] =

H
(4.96) (4.97) (4.98) (4.99) co =

2)
J(P]

4.8.2 Correnti volumetriche

Si consideri la distribuzione

Jv =Jv(@Q)Uv(Q) Uy, = Jv(QUv, (4.126)

nella quale Jy (Q), densita di corrente elettrica volumetrica, ¢ una funzione derivabile infinite volte in
V aperto, V =V \ §’. La presenza della funzione di Heaviside Uy (Q) relativa al volume V fa si che
la funzione Jy (Q) Uy (Q) pud presentare discontinuita di prima specie attraverso la superficie S’ che
delimita V'; inoltre essa assicura che la sorgente é localizzata in V. Il potenziale vettore associato a
JV)

Ay = Ay (P) Uy, (4.127)
soddisfa, per la (4.35), all’equazione
VZAy —o?Ay = —uJy, (4.128)
ovvero alla
< VZZVa(p >—< OQZV7SO >=—p < 7‘/’()0 > (4129)

Dato che si puo scrivere (dVg € l'elemento di volume centrato in Q)

<Jv,p>= /Vjv(Q)w(Q) dVg =
= / Jv(Q) < dg,p > dVg (4.130)
\%
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e per il fatto che la (4.128) ¢é lineare si pud applicare il principio di sovrapposizione degli effetti e
scrivere

<Ay,p>= —u/ Jv(Q) < Eg,p > dVy, (4.131)
\4

con &g, data dalla (4.120), soluzione della equazione V2Eg — 02£g = dg. Pertanto si puo scrivere

_ L _ e~ |P=Q]
<Av,p> = E/ Jv(Q) /OOP_QSD(P)dVPdVQ:

e~ 1P=Q)

_ / / Q) g #(P) Ve V. (4.132)
Invertendo 'ordine di integrazione si ha allora
_ L _ e~ 1P=Q]
<Ay,p>= /oo o(P) Lﬂ/vJ Q) ——- P=qQ| dVg| dVp, (4.133)
da cui si trae

e~ o |P— Ql

Ay ( 47r/ Jv(Q |P aor? (4.134)

Per dualita si ha anche che quando si ha a che fare con una densita di corrente magnetica volumet-
rica, localizzata nel volume V', My (Q), che permette di definire la sorgente magnetica

My = My (Q)Uv(Q)Uv., = Mv(Q)Uv, (4.135)
il potenziale vettore é dato da
Fy =Fv(P)Uy,, (4.136)
con
Top = 2 [ W@ (4137
ar Jy 1P-Ql QI

Dalle (4.134) (4.137) segue che Ay (P) ed Fy (P) sono derivabili infinite volte in tutto Vo, \ S’ 2 e
quindi si puo dire che le formule (4.94) (4.95) sono utilizzabili per ottenere le intensita E(P), H(P)
dovute alle sorgenti volumetriche (4.126) (4.135) nell’aperto 7 = V., \ S’. Le intensita E(P), H(P)
dovute alle sorgenti volumetriche soddisfano le (4.96) (4.97) (4.98) (4.99) in 7 =V \ S".

4.8.3 Correnti superficiali

Si consideri la distribuzione

Js = Js(Q) s, (4.138)

nella quale Jg(Q), densita di corrente elettrica superficiale, ¢ una funzione derivabile infinite volte
nell’aperto superficiale che si ottiene privando S del suo bordo I’ e nei punti del quale J5(Q) & tangente

2Ta proprieta é immediata se P & un punto nell’intorno del quale si ha Jy (P) = 0, perché, essendo certamente P # Q,
& possibile invertire fra loro gli operatori di integrazione e derivazione, ma in tale situazione ci si pu6 portare sempre,
anche se si considera un punto P € V, perché se si toglie a V un volume sferico Vp centrato in P, 'integrale (4.137)
rimane pressocché invariato. Pertanto rimangono da considerare soltanto i punti di S’, ma per questi ultimi, non essendo
definiti i valori locali di Jy ed My, & certo che le (4.94) (4.95) non sono utilizzabili.
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ad S. La (4.138) & una sorgente elettrica localizzata sulla superficie S. Il potenziale vettore Ag =
Ag(P)Uy,, associato a Jg si trova in modo analogo a quanto fatto per Ay ed ¢ generato dalla funzione

_ _ e~ o |P— Q\
AS(P):ﬁ/S T5(Q) g (4.139)

Il principio di dualitd permette di introdurre la densita di corrente magnetica superficiale, localiz-
zata sulla superficie S e tangente a tale superficie, M (@), che definisce la sorgente magnetica

M = Ms(Q) ds; (4.140)

il potenziale vettore Fg = Fg(P) Uy, associato a tale sorgente é generato dalla funzione

— e~ o |P— Q\

Fs(P 47T/Ms Q) ol Q| (4.141)

Dalle (4.139) (4.141) segue che Ag(P) ed Fg(P) sono derivabili infinite volte per P € V, \ S e
quindi che le formule (4.94) (4.95) sono utilizzabili per ottenere le intensita E(P), H(P) dovute alle

sorgenti superficiali (4.138) (4-140) nell’aperto 7 = Vi, \ S. Le intensita E(P), H(P) dovute alle
sorgenti superficiali soddisfano le (4.96) (4.97) (4.98) (4.99) con J[P] = M[P] =0in 7=V, \ S.

4.8.4 Correnti lineari

Si consideri la distribuzione

Ji=T1(Q) 6 =1(Q) 14, (4.142)

nella quale I1(Q), corrente elettrica, ¢ una funzione derivabile infinite volte nell’ aperto che si ottiene
privando la linea [ dei suoi punti estremi A e B. Nei punti di tale aperto il versore tangente ad [ & [,
versore variabile con continuitd lungo I. La sorgente é localizzata sulla linea [. Il potenziale vettore
A = XI(P)UVOo associato a J; si trova in modo analogo a quanto fatto per Ay ed @ generato dalla
funzione

_ o|P- QI
Az(P):ﬁ/lI(Q)l = Q| (4.143)

Il principio di dualita permette di introdurre la corrente magnetica nel punto @ della linea I, K(Q),
che, a sua volta, definisce la sorgente magnetica

M, = M(Q) & = K(Q)Id; (4.144)

il potenziale vettore F; = F;(P) Uy, associato a tale sorgente ¢ generato dalla funzione

e—0|P— QI
K 4.14
i 477/ |P ar’ (4.145)

Dalle (4.143) (4.145) segue che A;(P) ed F;(P) sono derivabili infinite volte per P € Vo, \ I e
quindi che le formule (4.94) (4.95) sono utilizzabili per ottenere le intensita dovute alle sorgenti lineari
(4-142) (4.144) nell’aperto 7 = Vo, \l. Le intensita E(P), H(P) dovute alle sorgenti lineari soddisfano
le (4.96) (4.97) (4.98) (4.99) con J[P] = M[P]=0in 7=V \L
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4.8.5 Caso generale

Quanto si é detto in precedenza ed il principio di sovrapposizione degli effetti permettono di affermare
che quando sono contemporaneamente presenti sorgenti volumetriche, superficiali, lineari, puntiformi
si puo scrivere

J = Jy+Jds+Ji+Jg=
= Tv(QUy + Js(Q)ds + I(Q)io, + Y Mdq, (4.146)
M = My+Mg+M,+Mg=
= My(QUy + Ms(Q)ds + K(Q)l& + Y Ndg, (4.147)

relazioni nelle quali il simbolo di sommatoria sta ad indicare che le sorgenti puntiformi possono essere
piu di una. Si tenga pure presente che gli insiemi V', .S, [ possono essere 'unione di pitl insiemi sem-
plicemente connessi e che le sorgenti elettriche e quelle magnetiche interessano insiemi per ipotesi non
coincidenti (quando é necessario distinguere fra sorgenti elettriche e magnetiche contemporaneamente
presenti si sostituira V;, Se, le, l;, Qe 0 Viny Sy Ui, fm, QmnaV,>s, [, Q).

Per quanto riguarda il potenziale vettore magnetico A = A(P) Uy, associato con la (4.146), dalle
(4.124) (4.134) (4.139) (4.143) segue che esso & generato dalla funzione

A(P) = Ay(P)+ As(P)+ A)(P) + Ag(P) =
o j()—aw Q\dv+ /J()—ow Q|
T Pt 7-al SO g
1 o |P-Q i o |PQ|
+ E/ll( )i & 0] dl+z Poar (4.148)

mentre per il potenziale vettore elettrico F' = F(P) Uy, associato con la (4.147) vale la relazione

F(P) = Fy(P)+Fs(P)+Fi(P)+Fq(P)=
_ e M _O"P QldV e M _O"P Ql
= 5, Qg Vg /s s Tp—grds
£ 7U|P Q‘ £ — € |P Q‘
+ E/zK(Q) o +ZENW' (4.149)

posto Per quanto si é visto nei sottoparagrafi precedenti 4.8.1, 3.8.2, 4.8.3, 4.8.4, indicato con I
Uinsieme dei punti nei quali sono localizzate le discontinuita dei generatori volumetrici ed © generatori
superficiali, lineari, puntiformi (cioé, se E é 'insieme dei punti isolati nei quali sono presenti sorgenti
puntiformi, [ =5’ USUIUE) si ha

rot H(P) = jweE(P)+ J(P), (4.150)
rot E(P) = —jwuH(P)— M(P), (4.151)
PeVo\I

ed E(P), H(P) sono fornite dalle (4.94) (4.95) in 7 = V., \ I. Tenendo presente quanto detto in
4.6, ai termini noti (4.146) (4.147) o ad una parte di essi & sempre possibile sostituirne altri del tipo

(M), (Tf’tM), (—“’t{"”), (—“’t ZOtM) e cosl via. ¢ tuttavia interessante osservare che, almeno
jwe Jwp w?pe w?pe

in linea di principio, & sempre possibile risalire a sorgenti del tipo (4.146) (4.147) per cui nel seguito,
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salvo avviso contrario, si supporra sempre che le sorgenti siano esclusivamente di tale tipo. Tenendo
presente quanto detto in precedenza circa la derivabilita dei potenziali vettori e quindi di E(P), H(P)
si puo quindi dire che da ora innanzi le intensita E(P), H(P) verranno supposte derivabili infinite volte
nell’aperto Vo \I se I é I'insieme unione delle superficie, delle linee e dei punti nei quali sono localizzate,
rispettivamente, sorgenti superficiali, lineari, puntiformi, nonché delle superficie in corrispondenza delle
quali sono discontinue le densitd di corrente volumetriche.

4.9 Correnti superficiali e lineari come limiti di correnti volu-
metriche

Nei paragrafi precedenti si sono introdotti i concetti matematici di sorgenti superficiali e lineari in un
modo formale, per cui é utile cercare una loro connessione con il mondo fisico, nel quale, tuttavia,
non esistono sorgenti di tale tipo (tutte le sorgenti fisiche sono sorgenti volumetriche). Peraltro cio ¢
facilmente raggiungibile perché basta interpretare le correnti superficiali come il limite di una corrente
volumetrica localizzata in una lamina di spessore h tendente a zero e quelle lineari come il limite di una
corrente volumetrica localizzata in un filo la cui sezione trasversale é un cerchio di raggio a tendente
a zero. In tutti e due i casi il limite deve essere fatto a valore costante della corrente attraversante
una qualsiasi sezione trasversale della lamina o del filo per cui le densita di volume Jy (P) o My (P)
debbono divergere in guisa tale che Jy(P)h o My (P)h e Jy(P)a? o My (P)a? si mantengano
costanti. L’ interpretazione ora data delle sorgenti superficiali e lineari permette di estendere a queste
sorgenti alcune definizioni e proprieta valide per le sorgenti volumetriche. Si incominci col considerare
la corrente volumetrica che attraversa una superficie S’ (chiusa o aperta) di normale #/; si ha, per
definizione,

I:/ Jv(P)-7'dS. (4.152)

Se si ha a che fare con una lamina che per h tendente a zero si riduce ad una superficie S, si
supponga che S’ sia la intersezione della lamina stessa con una superficie che interseca S lungo una
linea g, nei punti della quale la normale ad S ¢ tangente ad S’. Al tendere a zero dello spessore h
lintersezione S’ tende a divenire la linea g ed 7' puod essere sostituito con il versore ¥ ortogonale a
g e tangente ad S, mentre Jy (P) tende a divenire tangente ad S perché le cariche elettriche per h
tendente a zero finiscono col potersi muovere soltanto parallelemente ad S. Posto

Js(Q) = Aiir})jv(P) h, (4.153)
si ha allora
I= / Ts(@Q) - #(Q) dg. (4.154)
g

relazione che puo essere assunta come definizione di corrente superficiale attraversante la linea g local-
izzata sulla superficie S, sede della sorgente superficiale, che ammette (@) come sua normale giacente
nel piano tangente ad S.

Se si ha invece a che fare con un filo che si riduce ad una linea C al tendere a zero del raggio a
della sua sezione trasversale, si supponga che S’ sia la intersezione del filo stesso con la superficie
trasversale che incontra C nel punto Q. Al tendere a zero del raggio a l'intersezione S’ tende a divenire
il punto @ ed 7’ pud essere assunto coincidente con l , tangente alla linea C, mentre le cariche elettriche
per a tendente a zero finiscono col potersi muovere soltanto lungo C. Posto

1(Q)] = lim Jy(P)S, (4.155)
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si ha allora
I=1(Q), (4.156)

che puo essere assunta come definizione di corrente lineare che attraversa il punto ), con direzione di
riferimento quella del versore l.

Analoghe considerazioni valgono per le sorgenti magnetiche, nel qual caso le formule si traggono
da quelle precedenti applicando il principio di dualita.

Alla luce delle definizioni date si consideri ora il principio di conservazione della carica. In presenza
di sole correnti elettriche volumetriche si ha, per la (3.18),

div [YE(P) + Jv(P)] = —jwpv(P), (4.157)

ovvero, per il teorema di Gauss (B.17) (S’ ¢ la superficie chiusa delimitante il volume V', avente 7’
come normale orientata verso ’esterno),

/ Jv(P)-7'dS’ —|—/ YE(P)-7'dS" = —jw / pv(P)dV = —jwg; (4.158)
! ’ V

tenendo presenti le (4.154) (4.156), la (4.158) si estende al caso in cui la superficie S’ interseca anche
alcune superficie S, sedi di correnti superficiali di densita Jg(P), secondo una linea g (eventualmente
unione di piu linee, una per ogni S) ed alcune linee C; (i = 1,...,r) sedi di correnti lineari di densita
I;(P) [; in alcuni punti Q;; si ha

/ Ty (P)- i dS' + / VE(P) - i dS' + (4.159)
’ S/

[ Ts@ - sgn oty pdg Y sgn (i) 1(@0) = ~jwa
i=1

g

nella quale I;(Q;) é la corrente relativa alla linea i—esima nel punto @;, e le funzioni sgn (¥ -7') e
sgn (Zi - ) valgono 1 quando il prodotto scalare entro parentesi & positivo, e —1 nel caso contrario.

Dalla (4.159) si trae, in particolare, che se in presenza di sole correnti lineari non é possibile
un accumulo di carica entro la superficie S’ (come avviene in corrente continua) o tale accumulo &
trascurabile (come avviene a bassa frequenza se S’ non separa le armature di un condensatore) si ha

i sgn (ZZ -ﬁ’) L;(Q;) = 0. (4.160)

i=1

Nelle ipotesi fatte le I;(Q;) sono costanti lungo le linee C; e la (4.160) ¢ una nota relazione della
teoria dei circuiti, conosciuta come legge di Kirchhoff per i nodi: la somma delle correnti entranti nella
superficie S’, e quindi nel nodo, & uguale alla somma delle correnti uscenti.

4.10 Teorema di Poynting generalizzato

Ci si propone di generalizzare il teorema di Poynting considerato nel Capitolo 2. Si supponga dapprima
che nella regione Vp, delimitata dalla superficie Sy di normale 719 orientata verso Vi, \ Vj siano localizzati
soltanto generatori volumetrici di densita Jy (P)Uy, (P) e My (P)Uy,, (P), con V, e V,, disgiunti.
Rispetto alla situazione considerata nel Capitolo 2 vi é la differenza che ora sono presenti anche
generatori magnetici e che le densita di corrente presentano, in generale, discontinuita in corrispondenza
delle superficie S, ed S), che delimitano V. e V,,. Indicato con I = S, U S], l'insieme dei punti delle
superficie S ed S/, le intensita E(P), H(P) soddisfano alle equazioni di Maxwell (3.97) (3.98) in ogni
aperto 7 C Vo \ I; pertanto da tali equazioni, con procedura del tutto simile a quella seguita in 3.3 e
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mettendo in evidenza la presenza di perdite nel mezzo (v # 0), si giunge a scrivere (¥ é la normale alla
superficie o che delimita 7, orientata verso i punti di Vo, \ 7)

B / E(P)-Ty(P) ., [ H(P)-My(P) . _
VenTt 2 Vi1 2
:/E<Q>><H*(Q) bdo +
" 2
+2jw/ MF<P>-4H ®) _ D E@),,
o[ EOLEE, oy

Si noti che in generale il campo di intensita E(P), H(P) & sostenuto, oltre che dai generatori
Jv(P)Uy,, My (P)Uy,,, localizzati in Vp, anche da altri generatori, del tutto arbitrari, localizzati
all’esterno di Sp. Se si fa tendere 7 a Vj \I, cioe ocaSgUI =8 US, US, V.NT tende a V. e
V,, N7 a V,,, mentre il primo integrale a secondo membro nella (4.161) si riduce al flusso del vettore
di Poynting attraverso la sola Sy, perché per quanto riguarda S’ ed S/,, o va ad adagiarsi sulle due
facce di ciascuna di esse, per cui il flusso del vettore di Poynting risulta complessivamente nullo.
Di conseguenza, tenendo presente che due integrali estesi ad insiemi che differiscono soltanto per un
insieme di misura nulla sono uguali, si ha

— —% —%

[ EP)-Jy(P) H(P) My(P) ..
/%2 dv /vm2 dv
EQ xH (Q) .
[ BT@ s,
+ij/v MH(P)-4H (P) _EE(P)~4E (P) v
E(P)-E(P)
+/‘/072dV (4.162)

Si passi ora a considerare il caso in cui entro Vj vi sia soltanto un generatore superficiale elettrico
jg(Q)éSe, localizzato su una superficie S, mentre la situazione all’esterno di Sy € ancora arbitraria.
Indicate con o~ e ot due superficie chiuse delimitanti due volumi 7 e 7> tali che nell’intercapedine
75\ 71 sia racchiuso il generatore Jg (fig. 4.2), si indichi con 7 I'insieme (Vj \ 72) Uy, cioé I'insieme Vj
al quale é stata sottratta l'intercapedine compresa fra o~ e 0. Cosi facendo ci si assicura che S, non
appartiene a 7 e quindi che E(P) ed H(P) sono derivabili infinite volte in 7 stesso per cui & possibile
scrivere (0 = SyU o~ Uo™, ¥ normale a o orientata come in fig. 4.2 )

B xT(P)
O—/Uf-uda—k
+2jw/ MH(P)-4H (P) _gE(P)-4E )] 4t
+ [, 2ELEE) (D), (4163)
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Figura 4.2: Calcolo della potenza complessa erogata da una sorgente elettrica superficiale.
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e facendo tendere o~ e o7 alle due facce di S,

0=

E(P) x H'(P) -ﬁodS—/ E(P+) x H'(PF) ovdo &

So 2 2
E(PT)xH (P7) .

+/U_ 9 ~n2d0+

+2jw/ MH(P)-4H (P) 7€E(P)~4E @],

[ EREw), w108

Il flusso attraverso ot U o~¢é la potenza complessa erogata dal generatore Js(Q)dg,, dato che
nell’intercapedine fra o e 0~ non vi sono altri generatori, mentre al tendere di o+ e 0~ ad S, cioé
di 75\ 71 ad un insieme di misura nulla, tendono a zero sia l’energia immagazzinata nell’intercapedine
sotto forma elettromagnetica, sia quella ivi dissipata in calore. Peraltro, per quanto verra in seguito
dimostrato (si vedano le (5.19) (5.20)), si puod scrivere

E(P+) x H (P+) E(P)xH (P7)
/ 5 -y do —/ 5 -Nado =
/ E(P)-[H (P )—F*(P*)]xﬁdsz
2
—/ E%S)ds. (4.165)
Se 2

Quest’ultima espressione va ad aggiungersi al primo membro della (4.162) quando é presente entro
Vo anche J5(Q) 63, -

Se entro Vj ¢ localizzato soltanto un generatore superficiale magnetico M s(Q)ds
tutto analogo si ottiene che a primo membro della (4.162) compare il termine

/ H(Q)-Ms(Q) ds. (4.166)

in modo del

m?

Si deve osservare che le due superficie S, ed S, sono considerate sempre disgiunte (S, N S, = 0),
per cui quando si parla di correnti superficiali elettriche e magnetiche localizzate sulla stessa superficie
S (come si fard in seguito nel teorema di equivalenza ed in quello di induzione), in realtd si deve
intendere che vi & una corrente superficiale elettrica localizzata su di una superficie Se ed una corrente
superficiale magnetica localizzata su di una superficie S,,, con S, ed S,, prossime quanto si vuole ad
S, ma sempre fra loro disgiunte.

Alle (4.165) (4.166) si puo giungere in modo piu spedito applicando il procedimento di passaggio
al limite visto nel paragrafo 4.9 e partendo da densita di corrente volumetrica.
Altrettanto puo dirsi nel caso di correnti lineari per le quali si ottiene che la potenza complessa erogata
da chi é responsabile delle correnti impresse é data da

_ -
N / EQ) - I"(Q) , (4.167)
I 2
nel caso delle correnti lineari elettriche e da
Q) i, K
—/ (@) le (@) dl (4.168)
lm
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in quello delle correnti lineari magnetiche. Anche i due contributi (4.167) (4.168) vanno ad aggiungersi

a primo membro della (4.162) per cui, in definitiva, quando sono presenti generatori di tutti i tipi si
ha

B / F(P)-Tv(P) gy [ HP)My(P)
2
_/ EQ)- Js ) 4g / s(Q)dS_
‘/E@)H* gl — /1¥ -M@&:
::%mmszy%w+Aﬂmm;mmmw
+2jch Mfﬂp)gﬁ'uﬂ _EZRP);E(FU dv, (4.169)

espressione che generalizza il teorema di Poynting al caso in cui siano presenti in Vj correnti impresse
volumetriche, superficiali, lineari, sia elettriche, sia magnetiche.

Si puo osservare che gli integrali superficiali e di linea che compaiono a primo membro nella (4.169)
sono in realtd una parte del flusso del vettore di Poynting attraverso la superficie o, per cui in definitiva
ed a stretto rigor di termini il teorema di Poynting generalizzato differisce da quello considerato al
Capitolo 2 soltanto per il fatto che le sorgenti volumetriche possono presentare discontinuita.

Prima di abbandonare ’argomento, € interessante osservare che se nel caso delle correnti lineari
si esprime il campo elettromagnetico come sovrapposizione di due campi, il primo di intensita E/(P)
dovuto alla sorgente lineare in considerazione ed il secondo di intensita E”(P) sostenuto dalle sorgenti
esterne ad Sy, la potenza complessa erogata dalle forze impresse responsabili della corrente lineare
contro il campo FH(P) é senz’altro calcolabile con la formula (le coordinate di P sono quelle tubolari)

7/ E (P) g(s)[*(s) ds, P = P(0,0,s), (4.170)
C

mentre altrettanto non pud dirsi per la potenza complessa erogata per far fronte al campo F,(P).
Quest’ultimo, infatti, diverge nei punti della linea C e quindi la scrittura

_/ E(P)Q(S)I(S) dl, P=P(0,0,s) (4.171)
C

¢ da interpretarsi come scrittura semplificata di quella corretta, nella quale compare esplicitamente
I'indicazione che si tratta del limite della potenza complessa erogata da un generatore volumetrico.

Sotto questo punto di vista & particolarmente utile ricorrere, anche in questo caso, al flusso del
vettore di Poynting attraverso una superficie o che racchiuda la linea C ed i cui punti tendano alla
linea C stessa. Una superficie o del tipo ora descritto puod essere costituita da una porzione o; di una
superficie coordinata s del sistema di coordinate tubolari associato con la linea C, chiusa alle estremita
da due superficie o1 e 02. Le aree di o1 e o2 tendono a zero al tendere a zero del raggio a della
sezione trasversale (che ¢ una circonferenza) della superficie o; e quindi, per a molto piccoli, danno un
contributo trascurabile al flusso del vettore di Poynting che di conseguenza si riduce a quello attraverso
o7; la potenza complessa in considerazione si scrive allora

/ w - T doy, Peoy, (4.172)
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con 7 il versore relativo alla curva coordinata r in coordinate tubolari. In accordo con il principio
di conservazione dell’energia, la parte reale della (4.172), potenza attiva, deve essere indipendente
dalla particolare superficie che racchiude la sorgente, e quindi, a paritd del valore della corrente che
attraversa la sezione trasversale del filo, risulterd indipendente dal raggio a della sezione trasversale di
o7 Al contrario per la parte immaginaria non si potra passare al limite e si dovra fare il calcolo con un
valore finito di a.

4.11 Teorema di unicitid generalizzato

Tenendo presente che gli integrali superficiali e di linea nella (4.169) altro non sono che una parte
del flusso del vettore di Poyntig attraverso la superficie o, con procedimento del tutto simile a quello
seguito nel Capitolo 2 si pud dimostrare il teorema di unicita generalizzato, il quale afferma che in

una regione limitata V' le intensita del campo E(P), H(P) sono univocamente fissate dai generatori

(volumetrici, superficiali, lineari) localizzati entro V' e dalle condizioni al contorno (£(Q) tangente o
H(Q) tangente nei punti della superficie S’ che delimita V'), quando il mezzo presenta una conducibilita
piccola quanto si vuole, ma diversa da zero. Anche in questo caso quando si passa a considerare tutto

lo spazio V. le condizioni al contorno vengono sostituite dalle condizioni all’infinito

lim rE(P) =0, (4.173)
7—00
lim rH(P) =0, (4.174)
r—00

con r = |P — O| distanza del punto di osservazione P dall’origine O posta in un punto arbitrario al
finito.

4.12 Densita di carica elettrica e magnetica

L’equazione di continuita (4.21) permette di associare alla distribuzione J, densita di corrente elettrica
impressa, una distribuzione densita di carica elettrica p che in assenza di perdite (v = 0) ¢ data da
div J
p=—-——". (4.175)
Jjw

Per giungere alla espressione generale di p conviene considerare separatamente i vari addendi del
secondo membro della (4.146) e poi applicare, al solito, il principio di sovrapposizione degli effetti.

4.12.1 Cariche volumetriche

Quando ¢

J=Jy = Jv(P)Uy(P)Uy,, = Jv(P)Uy, (4.176)
dalla (B.103), tenendo presente che ¢ Jy (P)Uy (P) =0 per P € V, \ V, si ha

divj = di?]jv = UV dZUjv(P) — fl/ 'jv(P_)(SS/,
P~ =Qecd, (4.177)

con 7/, normale alla superficie S’ che delimita V', orientata verso i punti di V \ V. Dalla (4.175)
discende

div Ty (P i Ty (P
wa( )Uv+n JY( )
Jw Jw

p=pv(P)Uv + ps(P)ds = — b/, (4.178)
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cioé

pv(P) = T PevV=V\S, (4.179)
ps(Q) = n/‘]J‘;(P) P~ Qes. (4.180)

Si puo osservare che mentre la (4.179) non porta nuove informazioni, dato che essa altro non ¢
che I'equazione di continuita all’interno di S’ (dove la Jy (P) &, per ipotesi, derivabile infinite volte
e quindi ammette divergenza) la (4.180) é particolarmente importante sotto questo punto di vista.
Infatti essa informa che la discontinuita della densita di corrente elettrica di volume Jy (P) Uy (P)
in corrispondenza della superficie S’ che delimita il volume V ¢ accompagnata da una densita di
carica superficiale dipendente dalla sola discontinuitd della componente secondo la normale 7/ a S”.
Cio peraltro era prevedibile perché una discontinuita della componente di .Jy (P) tangente ad S’ non
richiede alcun tamponamento di cariche dato che le cariche elettriche associate a tale componente
non tendono ad accumularsi su o ad allontanarsi da S’, ma scorrono parallelamente a tale superficie.
Al contrario la discontinuita della componente normale di Jy (P) Uy (P) deve essere associata ad una
densita di carica superficiale in grado di assorbire o fornire le cariche che 7/ - Jy (P~) convoglia da
o verso I'interno di S’. Se anziché con le grandezze complesse si opera con quelle reali, funzioni del
tempo oltre che del punto, la (4.180) porta a scrivere

=n - Joy (P ,t), (4.181)

relazione che permette di affermare che se 7' J .y (P~ t) & positivo (cioé le cariche positive si muovono
verso S’ provenendo dall’interno di V) la carica che risiede su una porzione di S’ di area unitaria

centrata in () aumenta nell'unita di tempo di 2’ - J.y(P~,t), cioé della carica che (sempre nell’unita
di tempo) attraversa (muovendosi verso S’) una superficie unitaria situata entro V', prossima quanto

si vuole alla porzione di S’ sopra considerata; viceversa, se ' - Joy (P~ ,t) & negativo.

4.12.2 Cariche superficiali

Qualora si consideri una corrente elettrica superficiale di densita J = J5(Q)ds, dove il vettore Jg(Q)
é diretto parallelamente alla superficie S, mentre la superficie S supporto di §g € in generale aperta
con bordo I, I'utilizzo della (B.108) fornisce

p= *jiw {dsdivs [Js(Q)] —dri- Ts(Q7)},
QeS=8S\I''Q~—=Quel, (4.182)
Dalla (4.182) discende

p = ps(Q)ds+p(Q)or =
divg jg(Q) (55 n v- js(Q_)

G T ov, (4.183)

cioé
ps(Q) = —CMSJTLS(Q), QeS=S5\1, (4.184)
P Q) = VJ]SLEQ_) Q- —Qel. (4.185)

La (4.184) ¢ l'equazione di continuita in S = S\ I, mentre la p;(Q;) tampona le cariche che tendono
ad attraversare I’. La p;(Q;) viene a mancare se la superficie S ¢ chiusa.
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4.12.3 Cariche lineari

Se si prende in esame una distribuzione lineare di corrente elettrica J = J; = I (Q)Z&l, dove la linea 1
supporto di §; ¢ in generale aperta con estremi A e B, tramite la (B.111) si ha (B~ ed A~ sono due
punti di [ =1\ (AU B) che si avvicinano indefinitamente agli estremi B ed A, rispettivamente)

p= {0 QI - om 1(57) + 64 140) |
Qel=I1\(AUB),B”- - B, A~ — A. (4.186)

Dalla (4.186) discende

p = p(Q)d +qada+qpép =
= f.iaI(Q)éz+I(Bi>§Bf1(47)5,47 (4.187)
jw 0Os Jjw jw
cioé
_ —191Q) i
nQ = 55 Qei=n\(4uB) (4.188)
qu = ﬂ, A™ = A, (4.189)
Jjw
w = 18D p_p (4.190)
Jjw

In questo caso la (4.188) é I’equazione di continuitd nei punti interni della linea [, mentre le cariche
puntiformi g4 e ¢ sono quelle che alle due estremita della linea [ tamponano le cariche che muovendosi
su ! danno luogo alla corrente (). Le cariche g4 e ¢p vengono a mancare se la linea & chiusa. Si
puo osservare che I(B~) ed I(A™) nelle (4.189) (4.190) sono i valori limite che la corrente assume
quando si tende a B o ad A, provenendo dall’interno di [. Ovviamente, se g4 e ¢g sono nulli, & anche
I(B7) = I(A7) = 0. Cio avviene nel caso di un filo estremamente sottile, terminato bruscamente,
perché le cariche non hanno modo di “fermarsi” sulle superficie terminali del filo; nella pratica per avere
un valore di corrente non nullo alle estremita di un filo molto sottile si aumentano artificialmente le
“aree di parcheggio” per le cariche alle estremita del filo ponendo in corrispondenza di queste ultime o
sfere, o piastre, o, in generale, sistemi metallici relativamente compatti (detti anche capacita terminali).

Tipico esempio di quanto si & detto & ’oscillatore di Hertz, il primo generatore di onde elettro-
magnetiche [4] realizzato dall’'uomo (fig. 4.3). Al centro di esso si distinguono due sferette fra le quali
una tensione sufficientemente elevata fa scoccare una scintilla, che altro non é che una corrente di
convezione, che pud essere interpretata come una corrente impressa. KEssa induce una corrente di
conduzione nei sottili cilindri conduttori che collegano le sfere piccole a quelle grandi, sulle quali due
cariche g4 e gg = —qa hanno il compito di tamponare la corrente I(Q), che per la loro presenza pud
assumere un valore pressoché costante al variare del punto @ e sensibilmente diverso da zero. Si pud
osservare che se si volesse studiare ’oscillatore di Hertz secondo quanto si ¢ visto in 2.5 si dovrebbe
dapprima eliminare il conduttore mediante ’introduzione di opportune correnti volumetriche equiv-
alenti e poi fare ricorso alle formule del paragrafo 2.5 stesso per calcolare le intensita del campo, E(P)
e H(P). Con I'introduzione delle correnti lineari e delle cariche puntiformi che le tamponano, I'oscilla-
tore di Hertz (detto talvolta anche dipolo di Hertz per la presenza delle cariche alle sue estremita) puo
essere descritto come una corrente lineare localizzata su di un segmento rettilineo di lunghezza [, con
alle estremita due cariche puntiformi, una opposta dell’altra. Cido semplifica notevolmente il problema
matematico perché A(P) ¢ dato dall'integrale di linea (4.143), anziché da quello di volume (4.134); la
contropartita di tale semplificazione é che le formule che cosi si ottengono sono una fedele descrizione
del campo solo a una certa distanza dal dipolo hertziano.
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B

‘ 1(Q) ~ 1(0)

Figura 4.3: Oscillatore di Hertz.
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Cogliendo l'occasione offerta dalla digressione fatta sull’oscillatore di Hertz, si pud segnalare che
nello studio dei campi elettromagnetici “piccolo” e “grande” é sempre da intendersi nel senso di piccolo
o grande rispetto alla piu piccola o alla piu grande lunghezza d’onda in gioco ed alla piu grande
dimensione lineare delle sorgenti, per cui possono essere schematizzati con correnti lineari anche sistemi
irradianti che di una struttura filiforme hanno assai poco, come ad esempio le antenne autoportanti
di radiodiffusione ad onde medie, cosi come possono essere sostituite con cariche puntiformi capacita
terminali con armature assai voluminose.

Tornando a considerare le due cariche g4 e ¢p alle estremita della linea [, si pud osservare che per
le grandezze funzioni del tempo si ha dalla (4.189)

Ig~a _
—5 = I.(A7) (4.191)
e dalla (4.190)
dg~B _ -
50 =1.(B7), (4.192)

percuida I (A™) = I.(B™), come avviene per il dipolo hertziano, discende che se ¢.. g sta aumentando
g~ A sta diminuendo, e viceversa. Pertanto il meccanismo di funzionamento dell’oscillatore di Hertz
(che a riposo ha in ogni suo punto densitd di carica nulla perché le cariche positive e negative si
equilibrano) si basa su di un movimento alternativo di cariche positive da un’estremita all’altra. Cio
giustifica la denominazione di oscillatore data al sistema.

4.12.4 Sorgente puntiforme

Quando ¢
J=Jg = Mdg, (4.193)
con M vettore costante, che si pud, per fissare le idee, porre uguale a MI%, si ha
. = - R — 0d¢
divJ = div Jg = div (Mdg) = ./\/lg (4.194)
Per definizione di derivata di una distribuzione si ha allora
- 1)
<divdJ,p >=< Ma—Q,go >=
0z
0
= —M<dg, Z2(P)>. (4.195)
0z
Approssimando la derivata rispetto a z con il rapporto incrementale, posto h = Az si ha
Iy Ap (P +h)—¢(P)
—(P)~ — = 4.1
0z (P) Az h (4.196)
e quindi, per la (4.195),
o) (P +h) —(P)
- — —_ 6 =
<M 5% , Q> M < g, h >
M
=~ [P +h) >~ <dgpP)>]=
M
= 5 @+ h) — (@), (4.197)
relazione che in termini di distribuzioni porta a scrivere
— o)
div] = M =2 ~ fM(5Q+h —09). (4.198)

0z h
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4.12. DENSITA DI CARICA ELETTRICA E MAGNETICA

Dalla (4.175) si trae allora

.M
p=pQdq = lim m(&%h —0q); (4.199)

cioé con una sorgente puntiforme ubicata in un punto ) sono associate due cariche elettriche (j%) e

(—j%), che per h che tende a zero si avvicinano sempre pitl, senza mai giungere ad essere coincidenti

in @, perché in tal caso si annullerebbero vicendevolmente. Si noti come quest’ultima considerazione
contrasti con l'ipotesi di sorgente puntiforme, enfatizzando, se mai ve ne fosse bisogno, la natura
esclusivamente matematica di tale sorgente.

4.12.5 Caso generale

Quanto si é detto in precedenza ed il principio di sovrapposizione degli effetti permettono di affermare
che nel caso in cui siano presenti sorgenti elettriche di tutti i tipi considerati si ha

Ldvdv(@Q) - Tv(Q)
jw Jjw

v+

P osr —

_di’l}s jg(Q) < - js(Q_) (Sl/

ds + —
Jw w
1 dI I(B™) I(A7)
Fa e X -
+> lim ﬂ((s h—00) (4.200)
h—0 jwh @+ .

nella quale i segni di sommatoria stanno ad indicare che le coppie di cariche elettriche puntiformi
associate alle correnti lineari e le sorgenti puntiformi isolate possono essere piu di una. Conglobando
in S ed [ anche le superficie S’ che delimitano V ed i bordi I’ delle S si pud pertanto scrivere

p = pvt+pst+p+pg=

= pv(QUv + ps(Q)ds + p(Q)51 + > pdq- (4.201)

Per il principio di dualita, dalle (4.200) (4.201) segue che per la densita di carica magnetica si pud
scrivere

dwy(Q) 0 Mv(Q)

A= Uy + Sgr —
Jw Jw
_dwsMs(Q) 5s+ 2 Ms(Q7) 5 —
Jw w
1 dK K(B™) . K(A°)
_jTuE(Q)él +)° {53 I
+5 lim ﬂ(a —50) (4.202)
h—0 jwh Qth — Q) )
A = )\V+/\S+/\l+)\Q:
= AW(QUv +As(Q)ds + M(Q)d + Y Aoda. (4.203)

Analogamente a quanto si € detto in 4.8.5 per le densita di corrente, gli insiemi che interessano le
cariche elettriche non sono coincidenti con quelli relativi alle cariche magnetiche per cui se € necessario
distinguere fra di essi conviene fare ricorso ai pedici e ed m, come é gia stato suggerito in 4.8.5.

o1



4.13. POTENZIALI SCALARI

4.13 Potenziali scalari

Eseguendo la divergenza di ambo i membri della (4.30) si ottiene

divE = -V?p—jwdiv A, (4.204)

relazione che tenendo presenti le (4.23) (4.32) (4.34) porta a scrivere

Vip—olp= —g. (4.205)

Dal confronto fra la (4.205) e la (4.35) segue che per la distribuzione p, potenziale scalare elettrico,

vale una equazione formalmente identica a quella che é soddisfatta dalle componenti del potenziale
vettore magnetico A in un sistema di coordinate cartesiane. Cid permette di dire immediatamente che
quanto si é trovato in 4.8 per i potenziali vettori magnetici A associati con i vari tipi di J puod ora
essere utilizzato per trovare le espressioni valide per i potenziali scalari elettrici p associati con i vari
tipi di p sostituendo formalmente A con il simbolo p e uJ con p/e. Dalla (4.148) si ottiene la seguente
espressione generale della funzione p(P) che genera la distribuzione potenziale scalare elettrico p

P ! ey
p(P) = RLPV(Q)W +
]_ eiJ‘Ple ]_ 670‘P7Q|
[t s+ (@
1 e~ |P=Q]

Per il potenziale scalare magnetico s si ottiene, per dualita,

P Ly
s(P) = m/v V(Q)W +
1 //\ @ sy L /A @y
+ + +
drp Js " P = Q) drp Jy " IP = Q)
1 e~ |P=Q]
+Z4WAQ TR (4.207)
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Capitolo 5

Discontinuita delle intensita di campo

5.1 Discontinuita [5]delle intensita di campo attraverso una su-
perficie

In accordo con quanto detto in 3.8.5 si faccia ora I'ipotesi che le sorgenti di campo elettromagnetico
siano esclusivamente del tipo (4.146) (4.147). Dato un volume V' delimitato da una superficie chiusa S
di normale 7 orientata verso i punti di Vo, \ V' (figure 5.1 e 5.2) si supponga che le sorgenti di campo
presenti siano soltanto una corrente superficiale elettrica di densita

Jg = Js(Q) Og (5.1)
e correnti volumetriche elettriche di densita
Jv = Jy(P)Uy(P) Uy, = Jv(P) Uy, (5.2)

con Jy (P) derivabile infinite volte in tutto V. Dato che Jy (P) Uy (P) ha in S una discontinuita pari
afn-Jy(P7), con P~ che tende a @ € S, per quanto si & visto in 4.12 si puo dire che su S vi & anche
una carica elettrica superficiale

ps = ps(Q) s, (5.3)

di densita

ps(Q) = —dws.js(@) + ﬁ'j,V(Pf), P —-Qebs. (5.4)
Jw Jw

Poiché ¢ Uy, = Uy,_\v + Uy (si veda la nota a pagina 31), si puo scrivere

E-E E(P)Uy_\yv + E(P) Uy, (5.5)
H=H(P)Uy, = H(P)Uy_\yv + H(P)Uy.

Peraltro, in accordo con quanto si & detto in 3.7, E(P) e H(P) possono essere supposti derivabili
infinite volte in V, \ S perché le sole sorgenti sono Jg e Jy (in corrispondenza di S si hanno le
discontinuita della densita di corrente volumetrica Jy (P) Uy (P) e su S ¢ localizzata la densita di
corrente Jg(Q)), per cui si puo far ricorso alla (B.102), e quindi, indicati con P* e P~ due punti,
uno in Vo, \ V, laltro in V' \ S, che si avvicinano indefinitamente a @) € S, si viene a dire che, tenute

53



5.1. DISCONTINUITA [?]DELLE INTENSITA DI CAMPO ATTRAVERSO UNA SUPERFICIE

Y

Figura 5.1: V interno ad S.
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5.1. DISCONTINUITA [?]DELLE INTENSITA DI CAMPO ATTRAVERSO UNA SUPERFICIE

Figura 5.2: V esterno ad S.
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5.1. DISCONTINUITA [?]DELLE INTENSITA DI CAMPO ATTRAVERSO UNA SUPERFICIE

presenti le (4.15) (4.16) e le (4.23) (4.24), per ogni funzione di prova ¢ € F si ha

rotH = rot[H(P)Uy +H(P)Uy_\v]| =
= UyrotH(P)+Uy_\yrot H(P)+
+i x [H(PT) = H(P7)] 6s =jwe E+J =
= jwe|E(P)Uy + E(P)Uy_\v] +
+Jv(P) Uy + Js(Q) ds, (5.7)

rotE = rot[E(P)Uy + E(P)Uy _\v] =
= UyrotE(P)+Uy_\yrot E(P)+
+i x [E(PT)—E(P7)] 6s=—jwpH =
= —jwp[HP)Uy + H(P) Uy \v], (5.8)

divE

= Uvdﬂ)E(P) + UVoo\V d’H)E(P) +
- [B(PT) = B(P7)] 65 =

_ _dz’vjv(P) Uy + ps(Q)
] €

) 5.9
jwe S ( )

con pg(Q) fornito dalla (5.4),
div H

div W(P) UV +ﬁ(P) UVoo\V] =
UvdZUF(P) + UVQC\V div F(P) +
+i - [H(PT)—H(P™)] 6s =0, (5.10)

dalle quali (si tenga presente che ¢ J[P] = Jy[P] + Js[P] = Jy(P) per P € V\ S e J[P] = 0 per
P €V, \V) discendono le

rot H(P) = jwe E(P) + Jy(P) Uy (P), (5.11)
rot E(P) = —jwu H(P), (5.12)
divE(P) = dw;]wvg( ) U (p), (5.13)
divH(P) = 0, (5.14)
valide per P € Vo \ 9, e le
ax [H(PT)—H(P7)] = Js(Q), (5.15)
A x [E(PY)—E(P7)] =0, (5.16)
e [E(PY) - E(P7)] = ps(Q), (5.17)
n-[H(PY)—H(P™)] =0, (5.18)

valide per PT, P~ — Q € S e con pg(Q) fornito dalla (5.4).

Le (5.11) (5.12) (5.13) (5.14) non contengono alcuna nuova informazione perché altro non sono che
le (4.96) (4.97) (4.98) (4.99) scritte con termine noto J[P] = Jy(P), M[P] =0e 7 = V, \ S; piu
interessanti sono le (5.15) (5.16) (5.17) (5.18) che verranno considerate in dettaglio nei due prossimi

sottoparagrafi.
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5.1. DISCONTINUITA [?]DELLE INTENSITA DI CAMPO ATTRAVERSO UNA SUPERFICIE

5.1.1 Discontinuita del componente tangente

Dalle (5.15) (5.16) segue immediatamente

n = Js(Q) xn, (5.19)
n o= 0, (5.20)
Pt P —>Qe€eSs.

La (5.19) informa che nella ipotesi di sorgenti superficiali esclusivamente dei tipi (4.138) (4.140)
condizione necessaria e sufficiente perché vi sia una discontinuita attraverso una superficie S del com-
ponente di H(P) tangente a quella superficie & che su S sia localizzata una corrente superficiale elet-
trica. Dalla (5.20) segue invece che il componente di E(P) tangente ad una superficie S sulla quale &
localizzata soltanto una corrente superficiale elettrica é continuo.

Per dualita dalle (5.15) (5.19) (5.20) si ottiene

[E —EP7)]xn = Ms(Q), (5.21)
x [E(PY)—E(P7 )] xn = nxMs(Q), (5.22)
Ax [HPY)—H(P )] xn = 0, (5.23)

Pt PT QeS8

Pertanto si puo affermare che nella ipotesi di sorgenti superficiali esclusivamente del tipo (4.138)
(4.140), condizione necessaria e sufficiente perché vi sia una discontinuita attraverso una superficie S
del componente di E(P) tangente a quella superficie é che su S sia localizzata una corrente superficiale
magnetica. Dalla (5.23) segue infine che il componente di H(P) tangente ad una superficie S sulla
quale ¢é localizzata soltanto una corrente superficiale magnetica é continuo.

Si noti che le condizioni poste come necessarie e sufficienti per avere una discontinuitd dei compo-
nenti tangenti delle intensita dei campi elettrico o magnetico non sono né necessarie, né sufficienti se,
applicando quanto si ¢ visto in 4.6, si considerano generatori magnetici (elettrici) equivalenti a quelli
elettrici (magnetici) sinora considerati o ad una parte di essi. Per convincersi della validita di tale
affermazione si osservi, ad esempio, che se la corrente superficiale elettrica di densita Jg = J5(Q)ds
viene sostituita con il generatore magnetico (rot Jg)/(jwe), invece delle

rotH = jweE+Jg, (5.24)
rotE = —jwuH, (5.25)
si ha
rotH = jwek, (5.26)
_ — t
rotE = —jwpH ro Js(Q ], (5.27)
jwe

poiché H' ed H hanno gli stessi valori locali in Vo \ S, se ne deduce che la discontinuita del componente

tangente a S di H(P) si ritrova in F/(P) nonostante che su S non vi sia una corrente superficiale
elettrica.

5.1.2 Discontinuita del componente normale

Dalle (5.17) (5.18), che qui si trascrivono per comodita

e [E(PT) = E(P7)] = ps(@Q), (5.28)

[HPT)-H(P)] =0, (5.29)
Pt P =Qe€eSs,

>

>



5.1. DISCONTINUITA [?]DELLE INTENSITA DI CAMPO ATTRAVERSO UNA SUPERFICIE

si deduce che, nell’ipotesi che le sorgenti superficiali siano esclusivamente dei tipi (4.138) (4.140),
quando su una superficie S vi & soltanto una carica elettrica superficiale il componente normale ad
S dell’intensita di campo elettrico ¢ discontinuo attraverso S, mentre il componente normale ad S
dell’intensita di campo magnetico € continuo. Ogni volta che l'intensita di campo elettrico presenta
una discontinuita del suo componente normale attraverso una superficie S si pud quindi dire che su S
¢ localizzata una carica elettrica superficiale di densita data dalla (5.28) e viceversa.

Per dualita dalle (5.28) (5.29) si ottiene

- [H(PT) = H(P7)] = As(Q), (5.30)
- [E(PT)-EP)] =0, (5.31)
Pt P >Qe€eSs,

>

>

dalle quali si deduce che (sempre nell’ipotesi che le sorgenti superficiali siano esclusivamente dei tipi
(4.138) (4.140)) quando su una superficie S vi é soltanto una carica magnetica superficiale il compo-
nente normale ad S dell’intensita di campo magnetico é discontinuo attraverso S, mentre il componente
normale ad S dell’intensita di campo elettrico é continuo. Ogni qualvolta l'intensita di campo mag-
netico presenta una discontinuita del suo componente normale attraverso una superficie si pud quindi
dire che su S ¢ localizzata una carica magnetica superficiale di densita data dalla (5.30) e viceversa.

In fig. 5.3 e fig. 5.4 ¢ riassunto e visualizzato quanto si € trovato in questo capitolo per i componenti
tangenti, indicando con @ i punti di S, con P quelli di V., \ S ed intendendo con PT € Vo \V e
P~ €V due punti tendenti a Q.

Prima di finire si pud notare che Jg(Q), Ms(Q), ps(Q), As(Q) possono essere nulle su una parte
di S e quindi che 'ipotesi che tale superficie sia chiusa pud essere lasciata cadere; in tal caso pero sul
bordo I’ di S pud essere localizzata una carica lineare elettrica o magnetica a causa di discontinuita di
Js(Q) o Ms(Q) e nelle formule precedenti il simbolo S (che stava ad indicare una superficie chiusa)
deve essere sostituito con § = S\’ .
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E(P,)H(P,)

E(Py)H(Py)

2T P,e vV, \V

> Re V\S =

Js(Q=fix [HP™) ~HP )]
P (Q=N-e[E(PT)-E(P )]

Figura 5.3: Discontinuita delle intensita di campo dovute a J5(Q).
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E(P,)H(P,)

E(P,),H(P,)

P* P,E V_\V
P, P,EV\S

Ms(Q=[E(P") - E(P )] x fi
As(Q=f- u[HP™) ~HEP )]

Figura 5.4: Discontinuita delle intensita di campo dovute a M 5(Q).
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Capitolo 6

Teoremi di equivalenza e di induzione

6.1 Correnti superficiali equivalenti. Correnti superficiali as-
sorbenti

Si consideri una superficie S che divide V. in due parti Voo \ V e V (fig. 6.1), in modo che per i
generatori J, M presenti in V., si possa scrivere

J = Ji+Ja, (6.1)
M = M+ M,,
con
Ji[P] = M,[P]=0, PeVy\V, (6.3)
Jo[P] = My[P]=0, PeV. (6.4)

La (6.3) informa che i generatori .J;, M; sono localizzati in V = V '\ S e la (6.4) che i generatori
Ja, My si trovano in V., \ V. Cio, per quanto si é detto in 4.8.5, permette di affermare che le intensita
F (P), H, (P) del campo E., H; dovuto alle sole J1, M; soddisfano le equazioni di Maxwell omogenee
in Voo \V (fig. 6.2) e che le intensita Eo(P), Ha(P) del campo Ey, Ho dovuto alle sole Jo, M, (fig. 6.3)

le soddisfano in V; ovviamente le funzioni E(P), H{(P), E5(P), Hy(P) sono continue attraverso .S,

dato che, per ipotesi, su tale superficie non sono localizzati generatori. é appena il caso di osservare
che in fig. 6.3 e fig. 6.2 si & omesso di precisare che le intensita del campo possono essere indefinite in
insiemi di misura nulla nelle regioni in cui vi sono le sorgenti a causa di singolarita di prima o seconda
specie; cio verrd fatto, per semplicita, anche nelle figure che seguono. Si consideri ora il campo

Ey = E\(P)Uv. =E(P)Uy_\v, (6.5)
H, = H\(P)Uy, =H\(P)Uy_\v, (6.6)

che ha intensita uguali a quelle di E,, H; in Va \ V e nulle in V, per cui Ell (P), Fll (P) soddisfano
le equazioni di Maxwell omogenee in V,, \ S. Cid, sempre per quanto si & detto in 4.8.5, permette di
affermare che il campo Fll, Fll non ha sorgenti in Vi, \ S, ovvero che le puo avere soltanto su S.

_L’individuazione di tali sorgenti Jg1, Mg ¢ immediata; infatti per le (6.5) (6.6) e per la continuita
di E1(P), H{(P) attraverso S si ha

E\(PT) = Ei(Q), )
Hy(P") = H.(Q),
E(P7) = H(P)=0, 6.9
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Figura 6.1: Superficie chiusa di riferimento.
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6.1.

CORRENTI SUPERFICIALI EQUIVALENTI. CORRENTI SUPERFICIALI ASSORBENTI

>0

I M,

Ey(P) Hi(P)
P€ V=V\S

rot H,(P) = j we E 4 (P)
rot Ey(P) =~ j wpH1(P)

PE Vo W=V (V\S)

Figura 6.2: Jo =My =0.
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rot H,(P) = jweE, (P)
rot Ey(P) =- jwpH, (P)

PeV

E, (P),H, (P

Pve \V

Figura 6.3: J1 =M, =0.
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per cui dalle (5.15) (5.21) si trae

Js1(Q) = nx Hi(Q), (6.10
Msi1(Q) = Ei(Q)xn, 6.11)
Qes
e quindi
Js1=Js1(Q)ds = 7 x H1(Q)ds, (6.12)
MSI = MSI(Q)(SS = Fl (Q) X ’IAl(SS (613)
Analogamente si giunge a dire che il campo
B, = Ey(P)Uy, =Ea(P)Uy, (6.14)
Hy, = Hy(P)Uv, =Ha(P)Uy (6.15)
é sostenuto dai generatori
Js2 J52(Q)ds, (6.16)
Mgy = Mg2(Q)ds, 6.17)
con
jSQ(Q) = —-nx Fz Q) =7 x FQ(Q)7 (618)
MSQ(Q) = 7F2(Q) X N = EQ Q) X ﬁ/, 619)
Qes.

Le correnti di densita Jg1, M g1 prendono il nome di correnti superficiali equivalenti in Vi, \ 'V ai
generatori Jy, M perché in assenza di essi tali correnti forniscono in V. \ V le stesse intensita di
campo, mentre le Jgo, Mgs sono le densita delle correnti superficiali equivalenti in V a Jo, M. In
fig. 6.4 ¢ rappresentata la situazione che si stabilisce quando agiscono i soli generatori equivalenti J g1,
Mg e analogamente per Js2, Mgs in fig. 6.5.

Le correnti di densita Jg, = —Jg1, Mg, = —Mg (7‘;2 = —Jgo, M‘;Z = —Mgs) sostengono,
evidentemente, un campo Ell/, F/{ (E;’, ﬁ;’) opposto a quello di Jgi1, Mg1 (Jg2, Mg2) (fig. 6.6
e fig. 6.7). Esse vengono denominate correnti assorbenti per i generatori Jy, My (Ja, Ms), e la
ragione di cio ¢ da ricercare nel fatto che esse “cancellano” il campo dei generatori Jy, My (J2, M)
nella regione Vo, \ V (V = V \ S) quando agiscono insieme a tali generatori, mentre non alterano il
campo ad essi dovuto in V =V \ S (Vs \ V). Le correnti assorbenti si comportano come assorbitori
perfetti.

Per inciso si puo dire che in pratica non si riesce mai a realizzare assorbitori perfetti, anche se
si cerca di avvicinarsi loro il piu possibile, sia per poter lavorare in presenza di ostacoli (ad es. in
laboratorio, su una nave, su un aereo ecc.) come nello spazio libero, sia per evitare di manifestare la
propria presenza con riflessioni di campo, come avviene nel caso di potenziali bersagli radar.

6.2 Teorema di equivalenza

Si puo osservare che il campo E, H sostenuto dalla totalita dei generatori, (J; + J2), (M + M), ha
intensita che si possono esprimere nel seguente modo

E(P) = El(P) +E2(P), (620)
H(P) = H\(P)+ Ha(P), (6.21)
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6.2. TEOREMA DI EQUIVALENZA

Mg (Q=E QXN

E,(P)=H; (P =0
Pe V=V \S

Ei P=E:(P) - =
Hy (P)=H,(P) J5(Q) =1 X H1(Q)
PeV_ \V

Figura 6.4: Correnti equivalenti a .J;, M.
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6.2. TEOREMA DI EQUIVALENZA

Mg (Q=E(Q x i

(P)=E, (P

2 (P)=H,(P)
Pe V=V \S

E,(P)= H(P=0 ———=
J(Q) =h" x H,(Q)

PeV, \V

Figura 6.5: Correnti equivalenti a .Jo, M.
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M&G(Q =-Mg(Q=-E(Q) x h

E (P=H,(P)=0
Pec V=V\S

E,(P=-E(P) — o
H’l’ (P) =_ Hl(P) gl(Q) =-Ju(Q)=-n X Hl(Q)
PeV,\V

[p]

Figura 6.6: Correnti assorbenti per .Jq, M.
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M%(Q =- Mg(Q) =E,(Qx fi

E,(P)=- E,(P
H, (P)=— H,(P)
Pe V=V \S

E@=H,P=0 ———= _
32 (Q) =~ J,(Q =h x H2Q)

P eVOO \V

Figura 6.7: Correnti assorbenti per .Jo, M.
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M&(Q)=- E(Q) x h
//

/7

E,(P)+E(P)=E,(P)
H{(P)+H1 (P)=H. (P)

Pe V=V \S

E,(P)+E}(P) =0 —
H(P) +H'1(P) = 0 %(Q)
PeVv WV

Figura 6.8: Campo di .J;, M in presenza delle relative correnti assorbenti.
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E (P) +Eo(P)+E 2 (P) =0
H1(P)+Ho(P) +Hz (A= 0

Pe V=V \S

(P) +Ex(P) +E2 (P)=E(P)
(P) + Ha(P)+ H; (P)=H(P)
PeV,_ WV

33 (Q =hx H2Q

Figura 6.9: Teorema di equivalenza per P € Vo, \ V.

nei loro punti di definizione (fra i quali sono compresi anche quelli di S, dato che le (6.3) (6.4) escludono
che vi siano generatori su S).

Si supponga ora di far agire contemporaneamente le Ja, M e le relative correnti assorbenti, nonché
le correnti equivalenti di J;, M in assenza di queste ultime. Si giunge alla situazione di fig. 6.9.

Da tale figura si trae che quando agiscono i generatori

Jy=M; =0, (6.22)
Jo+Js=Jda+Jg (Q) ds, (6.23)
My + Ms =My + Ms(Q) ds, (6.24)
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con

Ts(@Q) = Ts1(Q)+ T5:(Q) = Ts1(Q) — Ts2(Q) =

A x [Hi(Q) + Ha(Q)] =7 x H(Q), (6.25)
Ms(Q) = Msi(Q)+ Mgy (Q) = Ms1(Q) — Ms2(Q) =
[E1(Q) + E2(Q)] x 1= E(Q) x 7, (6.26)

Qes,

il campo ¢ dato da E(Q) Uy _\vs H(Q) Uy, \v, cio in Vo \ V ha intensita uguali a quelle del campo
sostenuto dalle (6.1) (6.2), mentre in V esso ha intensita nulle.
Se anziché considerare i generatori (6.23) (6.24) , si considerano i generatori

Jo=My=0, (6.27)
Ji—Jg=J1—Jg (@) 0s, (6.28)
W, — s = T, — Ms(Q) s, (6.20)

con Jg(Q), Ms(Q) sempre date dalle (6.25) (6.26) (cio¢ se in assenza di Ja, Ma, si suppone che
agiscano J1, M e le relative correnti assorbenti, nonché le correnti equivalenti dei generatori Jo, M)
si ottiene, sovrapponendo la fig. 6.5 e la fig. 6.8, la situazione di fig. 6.10 dalla quale si trae che il
campo sostenuto dai generatori (6.28) (6.29) in assenza di J e di M5 ¢ dato da E(P) Uy, H(P)Uy,
cioé ha in V intensita uguali a quelle del campo sostenuto dalle (6.1) (6.2), mentre in Va, \ V esso ha
intensita nulle.

I risultati di fig. 6.9 e di fig. 6.10 sono noti come teorema di equivalenza (per le sorgenti interne o,
rispettivamente, per le sorgenti esterne ad una superficie chiusa S, di normale 7 orientata verso il suo
esterno).

é importante osservare che per applicare il teorema di equivalenza é necessario conoscere il compo-
nente tangente ad S di E(P) e di H(P) nei punti Q di S.

6.3 Mezzo disomogeneo e teorema di equivalenza

Una parte dei generatori J=Ji+Jy, M =M+ M, in fig. 6.1 puo essere costituita da correnti
volumetriche equivalenti (si veda 2.5) introdotte per rendere il mezzo omogeneo. Ovviamente é sempre
possibile ritornare ad introdurre le disomogeneita del mezzo al posto di tali sorgenti, senza alterare il
campo dovuto ai rimanenti generatori; questa osservazione mette in luce due proprieta e precisamente:

e il teorema di equivalenza é valido anche in presenza di disomogeneita, ovunque collocate in V;

e quando si applica il teorema di equivalenza le disomogeneita situate nella regione nella quale
le intensita di campo risultano nulle (la regione V in fig. 6.9 e la regione Vi \ V in fig. 6.10)
possono essere variate a piacimento, in particolare del tutto eliminate; per convincersene basta
ricordare che le correnti volumetriche equivalenti, che permettono di variare le caratteristiche del
mezzo a piacere, sono proporzionali o a E(P) o a H(P) per cui quando tali intensita sono nulle
le alterazioni del mezzo non comportano l'introduzione di nuovi generatori di campo.

La seconda proprieta é particolarmente importante perché presenta I'impiego delle correnti superfi-
ciali equivalenti come una alternativa all’impiego delle correnti volumetriche equivalenti del paragrafo
3.5, per rendere omogeneo il mezzo. Sotto questo punto di vista una notevole differenza fra le due
possibilita & che mentre le correnti volumetriche equivalenti rendono il mezzo dappertutto omogeneo,
quelle superficiali eliminano le disomogeneita solo in una regione di V.

Un’altra differenza da mettere in evidenza & che quando si fa ricorso alle correnti volumetriche
equivalenti ¢ necessario conoscere, o prevedere, le intensita di campo in un volume (quello in cui
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E,(P) +Ey(P)+EL (P) =E(P)
H2(P) +Hy(P)+H1(P)=H(P)

Pe V=V \S

Joo(Q) =1 % Ha (

2(P) + Ea(P) + E; (P) =0 —
2(P) +Hy(P)+H 1 (P) =0 IHQ =M x Hy(Q)
PeV_\V

Figura 6.10: Teorema di equivalenza per P € V'\ S.
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E'(P),H (P

E'(P),H'(P

Figura 6.11: Mezzo in cui i generatori J, M sostengono il campo incidente, Ez, Fl, noto.

sono situate le disomogeneitd), mentre quando si usano le correnti superficiali equivalenti si devono
conoscere, o prevedere, i componenti tangenti ad una superficie chiusa delle intensita di campo.

A seconda dei casi puo essere pitl conveniente usare correnti equivalenti volumetriche o superficiali;
di regola si usano correnti volumetriche (che poi si approssimano con correnti lineari) per sorgenti
filiformi (una dimensione nettamente prevalente rispetto alle altre) e correnti superficiali per le sorgenti
ad apertura (ad es. trombe, paraboloidi) nelle quali ¢ individuabile una superficie aperta attraverso
cui passa tutta la potenza che viene irradiata (area di bocca dell’antenna), chiusa da una superficie nei
punti della quale le intensita di campo sono praticamente nulle (parte retrostante dell’antenna).

6.4 Teorema di induzione
Si consideri la situazione di fig. 6.11 nella quale i generatori J, M sostengono un campo E, H'
(che verra denominato campo incidente e che si supporra noto) in un mezzo qualsiasi, eventualmente

disomogeneo sia all’interno, sia all’esterno di una superficie S, di normale 7 orientata verso I’esterno,
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E'(P.H'(P

Intensita di campo —
nulle per Pe V_\'V J3(Q=H (@Qx f

Figura 6.12: Mezzo in cui i generatori J, M sostengono il campo FE, H, incognito.

che racchiude i generatori. Per quanto si é visto in 6.1 le correnti assorbenti relative a J, M sono di
densita

-1

Ts(Q) =H'(Q) x 7, (6.30)
M3(Q) =nxE'(Q) (6.31)

e quando aglscono contemporaneamente ai generatori .J, M danno luogo ad un campo di intensita
E'(P)Uy(P), H' (P) Uy (P) cioé ad un campo che ha intensita nulle per P € Voo \ V e uguali ad E',
H per P € V.

Si supponga ora di alterare i3aakl mezzo all’esterno di S (fig. 6.12). Evidentemente cid non pud
modificare il campo sostenuto dai generatori .J, M e Jg, Mg perché la modifica del mezzo avviene
nella regione in cui 'intensita di campo é nulla, pur tuttavia é altrettanto evidente che i generatorl J
M sostengono ora un campo diverso che indicheremo con E, H. Ne viene che i generatori Jg, Mg
nella nuova situazione del mezzo danno luogo ad un campo che ha intensita uguali a —FE(P), —H (P)
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per Pe Vo \Veda EZ(P) = E(P)} , {Fi(P) — H(P)| per P € V (fatta eventualmente eccezione per

i punti di V in cui le intensita non sono definite). Da tale osservazione si trae che i seguenti generatori
(uguali alle correnti assorbenti relative al mezzo nella situazione di partenza, cambiate di segno)

T5(Q)ds = ~T5(Q)ds = i x H (Q)3s. (6.32)
Ms(Q)os = —Mg(Q)ds = E'(Q) x ids (6.33)

sostengono nel caso del mezzo modificato un campo, denominato campo indotto, che puo essere visto
come la somma di due campi, uno, denominato campo trasmesso,

E'=E'(P)Uy_\v = E(P)Uy_\v, (6.34)
H =H (P)Uy_\v = HP)Uy_\v (6.35)

e laltro, denominato campo riflesso,
E =E(P)Uy = [E(P) - Fi(P)} Uy, (6.36)

H =" (P)Uy = [F(P) ~T (P)} Uy. (6.37)

Poiché le (6.34) (6.35) (6.36) (6.37) informano che le intensita E(P), H(P) del campo sostenuto dai
generatori J, M nella situazione di fig. 6.12 sono uguali a quelle del campo trasmesso per P € Vo, \ V
ed alla somma di quelle del campo incidente e del campo riflesso per P € V ne viene che essendo noto,
per ipotesi, il campo incidente E', H', il problema di individuare il campo E, H, diviene quello di
trovare il campo indotto. Tale possibilita € nota come teorema di induzione.

Si noti la differenza che vi é tra il teorema di equivalenza e quello di induzione, quando E, H ¢
il campo con un mezzo omogeneo all’esterno di S: nel primo teorema i generatori superficiali sono
incogniti perché funzioni delle intensita di campo E(P), H(P), (che sono, per 'appunto, incognite),
ma potendosi rendere omogeneo il mezzo anche entro S (per il fatto che per P € V il campo ha
intensita nulle) sono disponibili le formule per calcolare il campo (quelle di 3.7); nel secondo teorema

i generatori superficiali sono noti perché funzioni di E'(P), H (P), (che per ipotesi sono note), ma
non sono disponibili le formule per calcolare il campo dato che il mezzo ¢ disomogeneo all’interno di
S (quando in fig. 6.11 il mezzo é dappertutto omogeneo, ovvero il campo EZ, H eil campo sostenuto
da J, M nello spazio libero, i due teoremi coincidono, e si ha, in particolare, E =H = 0).

Si puo osservare che il teorema di induzione & utilizzabile con profitto in tutti i casi in cui il campo
sostenuto da Jg = i x H (Q)ds, Mg = E'(Q) x @dg nello spazio libero (dappertutto omogeneo) ha
intensita trascurabili nei punti P € V in cui sono localizzate le disomogeneita. Infatti la presenza o
meno di queste ultime provoca, in tale ipotesi, un effetto modesto.
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Capitolo 7

Conduttori perfetti

7.1 Intensitd del campo elettromagnetico in una regione limi-
tata

Il problema di determinare le intensita del campo in una regione V' limitata da una superficie chiusa

S & gia stato risolto in 6.2, fig. 6.10, dove si & dimostrato che nello spazio libero (mezzo dappertutto

omogeneo) tali intensita sono calcolabili con le formule dei paragrafi 4.7, 4.8 in funzione dei generatori
J1, M ubicati in V e di due correnti superficiali di densita

“Ts(Q) = HQ) x#, (7.1)
“Ms(@) = ixEQ), 7.2

> |

QeSs.

Tali correnti superficiali sono state ottenute sommando le correnti assorbenti relative ai generatori
J1, M1 con quelle equivalenti ai generatori Jo My situati in Vi, \ V. Si puo osservare che dalle (7.1)
(7.2) discende che per calcolare le intensita di campo E(P), H(P) nei punti di V & necessario conoscere
il componente tangente ad S di E(P),

n x E(Q) x n, QeSs, (7.3)

e quello di H(P),
nx H(Q) x n, QeSs. (7.4)

Pertanto se si vuole calcolare il campo nei punti di una regione limitata V' con le formule dei
paragrafi 4.7, 4.8 valide nello spazio libero, & necessario conoscere entrambi i componenti di E(P),
H(P) tangenti alla superficie S. Dato che con il teorema di unicitd si ¢ dimostrato che uno solo
di tali componenti é sufficiente per definire il campo entro V, devono esistere condizioni del mezzo
differenti dallo spazio libero (a causa di una disomogeneita in V, \ V, dato che il mezzo entro V non
pud essere modificato) nelle quali una delle due correnti superficiali di densita —J5(Q), —Ms(Q) da
un contributo nullo alle intensita del campo entro V' (chiaramente, ’altra, da sola, dovra sostenere la
totalita del campo nella nuova situazione del mezzo e cio lo potra fare per effetto delle correnti da lei
stessa indotte nella disomogeneita). Nel seguito si vedra quali siano le condizioni del mezzo in Vo \ V
di cui si é ora parlato.

7.2 Conduttori perfetti

Si definiscono conduttori perfetti i mezzi che impongono E(P) = H(P) = 0 al loro interno. Tali mezzi
sono una astrazione matematica, ma essi descrivono bene situazioni reali nelle quali le intensita E(P)
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e H(P) assumono in una parte di V., valori molto piti piccoli di quelli che si stabiliscono nel resto
di V. Un esempio tipico di quanto si & ora detto é offerto dai conduttori elettrici di conducibilita
~ molto elevata (alluminio, rame, argento, oro, platino) che appunto “forzano” il campo ad assumere
al loro interno intensitd estremamente piccole rispetto a quelle al loro esterno (effetto pelle, gabbia di
Faraday).

I conduttori perfetti possono essere sia elettrici, sia magnetici. Essi sono molto utili per imporre
condizioni al contorno particolari.

7.2.1 Conduttore elettrico perfetto

Con riferimento a fig. 5.1 si supponga che in tutto Vo \ V vi sia conduttore elettrico perfetto; per
definizione di conduttore perfetto si ha allora

E(P)=H(P)=0, PecVeo\V, (7.5)
ovvero (PT € Vo, \ V)
Ax E(PT)yxna=nxH(P"Y)xn=0,
Pt - Q¢cS8. (7.6)

Peraltro, dato che il conduttore ¢ elettrico, non sono sicuramente presenti correnti magnetiche di
alcun tipo e quindi per la (5.22) si pud scrivere (Pt € Vo, \V, P~ €V)

fix E(PT)xfa=nxE(P7)xn,
PY P~ 5 QeSs. (7.7)

Dalla (7.7) e dalla prima delle (7.6) discende allora (P~ € V)
AxE(P )xin=0 P~ —>Q€cS. (7.8)

Se il conduttore elettrico perfetto & in tutto V anziché in tutto Vi, \ V' (fig. 5.2), la (7.8) rimane
valida con P~ € Vo \ Ve

E(P)=H(P)=0, PeV. (7.9)

La (7.8) informa che un corpo conduttore elettrico perfetto, delimitato da una superficie S, impone
alla E(P) presente al di fuori del conduttore di avere nullo il componente tangente alla superficie S.
Per quanto riguarda H(P), dalla (5.15) e dalla seconda delle (7.6) discende che quando il conduttore
elettrico perfetto & in tutto V, \ V si ha

Js(Q) =—-axHP )=H(P )xi, P —QE€S, (7.10)

con P~ € V, mentre se il conduttore ¢ in V la (7.10) & valida con P~ € Vo \ V. Dato che il
conduttore ¢ elettrico, J5(Q) pud essere diversa da zero e in effetti cio avviene sempre, per effetto del
campo elettromagnetico dovuto ai generatori liberi situati al di fuori del conduttore elettrico perfetto.
La corrente elettrica superficiale di densitd Jg(Q) pud essere interpretata come il limite di quella
volumetrica indotta in un conduttore elettrico di conducibilita ~ finita, al tendere all’infinito di ~
(effetto pelle totale, si veda il paragrafo 7.3).

7.2.2 Conduttore magnetico perfetto

Analogamente, quando in tutto V,, \ V vi & conduttore magnetico perfetto si ottiene
i x H(P™)xn=0, PT—QE€Ss, (7.11)
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Figura 7.1: Imposizione della condizione al contorno # x E(Q) X fi.

con P~ € V, mentre se il conduttore & in tutto V la (7.11) ¢ valida con P~ € Voo \ V. Pertanto un
corpo conduttore magnetico perfetto, delimitato da una superficie S, impone alla H(P) presente al di
fuori del conduttore di avere nullo il componente tangente alla superficie S. Dalla (7.10) si trae, per

dualita,
Ms(Q)=nx E(P™), PT—Qe€S, (7.12)

con P~ € V se il conduttore magnetico perfetto ¢ in tutto Voo \ V e con P~ € Vi \ V quando tale
conduttore é in tutto V. Pertanto nel caso di un conduttore magnetico perfetto é il componente di
E(P) tangente alla superficie che delimita il conduttore, che in generale risulta diverso da zero per la
presenza di una corrente superficiale magnetica indotta nel conduttore.

7.2.3 Correnti superficiali impresse in prossimita di conduttori perfetti

Si consideri ora la situazione di fig. 7.1 e si supponga che in tutto V. \ V' vi sia conduttore elettrico
perfetto cosi che 7t x E(P~) x 7 tenda a zero quando P~ si avvicina al punto @ € S. Considerata una
nuova superficie S’ C V, prossima quanto si vuole ad S, si supponga ora che su di essa sia localizzata
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una corrente superficiale magnetica di densita M g(Q’) con Q' € S'; per la (5.22) si puo scrivere

i’ x [B(P) = B(P7)| x il =i x Ms(@Q),
Pt P-5Q es, (7.13)

ovvero, tenuto presente che ¢ P'* = P~ e quindi che ax E(P'") x 7 tende a zero quando S’ tende
ad S,
Ax E(P ) xn=Mg(Q) xn, P ,Q -QE€S. (7.14)

Dalla (7.14) si trae che mediante il conduttore elettrico perfetto localizzato in tutto Vo \ V e la
densita di corrente magnetica superficiale M g(Q') applicata sulla superficie che lo delimita si impone
la condizione al contorno del volume V fornita dalla (7.14) stessa. Ricordando che il teorema di
unicita afferma che il campo elettromagnetico in una regione limitata V' € univocamente determinato
dai generatori localizzati in V e dalle condizioni al contorno, fornite da n x E(Q) x f oppure da
i x H(Q) x #, cio significa che in presenza di conduttore elettrico perfetto in tutto V., \ V il campo
entro V' é sostenuto dai generatori J1 M localizzati in V e da una corrente superficiale magnetica di
densita M 5(Q’) = 7 x E(Q), localizzata su di una superficie S’ che tende a coincidere con la superficie
S (Q — Q).

Si puo osservare che non é necessario che il conduttore perfetto invada tutto Vi \ V. Infatti il
mezzo pud essere cambiato a volonta laddove le intensitd del campo sono nulle, senza alterare tali
intensita nei rimanenti punti dello spazio. Pertanto basta “metallizzare” la superficie .S, ovvero basta
che il conduttore perfetto interessi la sola superficie S. Ne viene che il concetto di un volume sede di
conduttore perfetto si estende al caso di una superficie (o di una linea) sede di conduttore perfetto.
Nella pratica una superficie di conduttore perfetto viene approssimata con una lamina o una gabbia
(gabbia di Faraday) di buon conduttore.

Un’ultima osservazione. L’eventuale presenza di una densita di corrente elettrica superficiale J5(Q’)
su S’ non modifica, per la (5.20), il valore di 7 x E(P'~) x 7 quando S’ tende ad S, ovvero la condizione
al contorno 7 x E(Q) x 7 ¢ indipendente dalla presenza o meno della Jg(Q’). Poiché per il teorema
di unicita cio significa che pure il campo entro V rimane invariato, si puo allora affermare che una
corrente superficiale elettrica applicata sulla superficie di un conduttore elettrico perfetto da campo
nullo (si veda quanto detto in chiusura del paragrafo 7.1).

Analoghe proprietd si deducono per le correnti elettriche superficiali ed i conduttori magnetici
perfetti. Altrettanto dicasi per il caso in cui i conduttori si trovano all’interno di S ed i generatori
all’esterno di tale superficie.

7.2.4 Teoremi di Thévenin e di Norton

Alla luce di quanto si & detto in 7.2.3 si possono considerare due casi particolari molto importanti del
teorema di induzione considerato nel paragrafo 6.4.

Il primo, che puo essere interpretato come una estensione ai campi elettromagnetici del teorema di
Thévenin [6] per i circuiti, & quello in cui in tutti i punti all’esterno di S vi & conduttore magnetico
perfetto.

Il secondo ¢ quello in cui in tutti i punti all’esterno di S vi é conduttore elettrico perfetto (teorema
di Norton [6] nel caso dei circuiti).

7.3 Effetto pelle

Come si ¢ detto in 7.2 la corrente superficiale di densita Js(Q) che si stabilisce sulla superficie di un
conduttoreelettrico perfetto per effetto del campo elettromagnetico dovuto ageneratori ad esso esterni
puo essere interpretata come illimite della corrente volumetrica che verrebbe indotta dai generatori se il
conduttore elettrico perfetto venisse sostituito da un conduttore elettrico con conducibilita + tendente
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~

EQ)=E, |

E(P), P=P(xy2),
z>0

Figura 7.2: Situazione con mezzo di conducibilita - nel semispazio z > 0.

all’infinito. Per convincersi di tale affermazione si consideri il caso particolarmente semplice di fig. 7.2,
nel quale la superficieS ¢é il piano z = 0 ed il volume V, sede di un mezzo omogeneo di conducibilita
v, € il semispazio z > 0.

Si supponga ora che alcuni generatori situati nel semispazio z < 0 impongano in z > 0 un
campoelettrico E(P) di cui si sa soltanto che ha intensita

B(Q) = Eoi (7.15)

nei punti @ = Q(z,y,0), con Fy costante reale. Fatta 'ipotesi di lavoro che il campo incognito non
dipendada z e da y ed abbia la sola componente secondo z, dalla (2.23) discendeche 'unica componente
E(2) di E(P) = Ey(z,y, 2)i = E(2)i soddisfa all’equazione
d*E(z)
dz?

= ?E(2) = —wu <5 n &) B(2), (7.16)

ovvero, imponendo che F(z) si annulli all’infinito ed assuma il valore Ey per z = 0, che si puo scrivere

E(z)=Epe °~. (7.17)
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Dal fatto che la funzione vettoriale di punto
E(P)=Eye 7%1 (7.18)

soddisfa all’equazione di Helmholtz, alle condizioni all’infinito ed alle condizioni ai limiti per z = 0
si trae che la (7.18) fornisce il campo sostenuto dai generatori situati in z < 0 nei punti del mezzo
conduttore situato in z > 0. Di conseguenza, in questi ultimi punti si ha una densita di corrente
volumetrica indotta data da

Jy(P) = Jy(2)i=vEye 7%i. (7.19)

Poiché nell’ipotesi di v grandissimo rispetto ad € si ha

o = \/—w2u<5+_’y) ~
Jjw

~ jwpy = (1+5)VTfuy, (7.20)

OVVero
c=a+jif=1+ja (7.21)

a=/mfuy, (7.22)

dalla (7.19) si trae che il modulo di Jy (P) decresce al crescere di z e che cio avviene tanto pit
rapidamente quanto piu grande ¢ il prodotto v f. Pertanto, se si considerano praticamente significative
soltanto le densita di corrente aventi il modulo maggiore di |Jy(0)|/e, cio¢ di quello della densita di
corrente che si ha per z = 1/a, si pud dire che la densita dicorrente é “confinata” entro uno strato
di spessore p uguale a 1/« (p viene denominata profondita di penetrazione). Poiché p diminuisce al
crescere del prodotto v f, si pud aggiungere immediatamente che, a parita di frequenza, lospessore di
cui sopra diviene sempre piu sottile al tenderedi v all’infinito e quindi che, come si era anticipato,
lasituazione del buon conduttore approssima quanto si vuolequella del conduttore perfetto al crescere
illimitato dellaconducibilita (si noti, tuttavia, che la corrente in unconduttore reale non diverra mai
esattamente superficiale,il che ribadisce I’affermazione, gia fatta, che il conduttoreperfetto é una pura
astrazione matematica).

con

7.4 Principio delle immagini

Come si & gia detto nel paragrafo 7.2, per quanto riguarda il campo in una regione V ¢é del tutto
equivalente che un conduttore elettrico perfetto occupi tutto Vo, \ V' o soltanto la superficie S che
delimita V. Questa proprieta, che é stata dedotta dall’esistenza di un effetto pelle totale, pud anche
essere interpretata come conseguenza del fatto che il conduttore elettrico perfetto impone 7 x E(Q) x
f = 0 nei punti @ della superficie S per cui l'intensita F(Q) risulta perpendicolare a tale superficie;
infatti cio significa che E(Q) sollecita le cariche ad uscire, secondo la normale, dalla superficie S, ma le
cariche questo non possono farlo, per cui il campo E(Q) ¢ del tutto indipendente dalla presenza o meno
della superficie conduttrice. La conseguenza immediata di tale osservazione é che é lecito “metallizzare”
(le virgolette informano che la proprieta vale sia per i conduttori elettrici, sia per quelli magnetici)
una superficie in tutti i punti della quale il campo (elettrico per i conduttori elettrici, magnetico per
quelli magnetici) abbia intensita perpendicolare alla superficie stessa. In elettrostatica quanto si é ora
visto si traduce nella possibilitd di metallizzare le superficie equipotenziali p(P) = costante, dato che
queste ultime sono perpendicolari alla intensita del campo elettrico, E(P) = —gradp(P).

Infine si pud mostrare che una conseguenza della proprietd sopra espressa é il principio delle im-
magini. Si consideri a tale scopo un insieme di sorgenti (J;, M1) e (J2, M3) e si supponga che una
superficie S divida V,, in due parti in modo tale che (J;, M) stiano da una parte di S e (Jo, M3)
dall’altra; si supponga inoltre che S sia scelta in modo tale che in tutti i suoi punti il campo elettrico
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(magnetico) sostenuto dalla totalitd dei generatori abbia intensitd ortogonale ad S. Per quanto si é
visto in precedenza, cid permette di dire che la superficie S pud essere o meno sede di conduttore
elettrico (magnetico) perfetto, senza che il campo dovuto ai generatori (Jy, M1) (J2, Ms) ne risenta,
ma cio0 significa anche che quando il conduttore é presente lo spazio V,, € diviso in due parti fra loro
indipendenti, per cui se si spengono i generatori (Jo, M>) il campo dovuto a (J;, M) rimane inalter-
ato. Da questa osservazione discende 1’enunciato del principio delle immagini: data una sorgente (J1,
M) in presenza di uno specchio (superficie perfettamente conduttrice) che divide V., in due parti ( lo
specchio puo essere una superficie chiusa con tutti i punti al finito, oppure un piano, oppure un cilindro
illimitato, ecc.) il campo sostenuto da (J1, M1) nella regione di Vo, in cui hanno sede tali generatori si
puod ottenere, in assenza dello specchio, se si introducono opportuni generatori (Jo, Ms) che insieme a
(J1, M1) sostengono un campo elettrico (magnetico) avente intensita elettrica (magnetica) ortogonale
alla superficie nei punti della quale era localizzato lo specchio. Le sorgenti (J2, M3) sono denominate
I'immagine di (J1, M;) rispetto allo specchio considerato. In elettrostatica si ha, ad esempio, che
I'immagine di una carica puntiforme positiva ¢ rispetto ad uno specchio piano é una carica negativa
—q situata in posizione simmetrica (o speculare) a quella di g, rispetto al piano dello specchio.
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Repetita iuvant I

Si desidera qui sottolineare il fatto che il problema matematico che fornisce il modello per i Campi
elettromagnetici, cioé le equazioni di Maxwell, & particolarmente elegante e sintetico.

A quanto detto. si deve perd aggiungere che Maxwell non sarebbe mai giunto, probabilmente,
alla sua formulazione se in precedenza non vi fosse stata una intensa attivitd sperimentale (Ampére,
Faraday) che, passo a passo, aveva suggerito modelli matematici sempre piu complessi e raffinati, per
giungere infine al modello che il fisico-matematico scozzese completd con l'introduzione della corrente
di spostamento.

In effetti, non si deve mai dimenticare che a monte e a valle di ogni teoria matematica sui fenomeni
fisici, cioé in fase di formulazione del modello ed in quella di verifica della sua validita, vi sono sempre
attivitd sperimentali.

Questa ovvia osservazione € importante da un punto di vista didattico, perché 'intervallo temporale
che intercorre fra il momento della formulazione del modello matematico e quello del suo utilizzo pud
essere cosi lungo da indurre a credere che il modello sia la realta.

Peraltro . ..
Non mangiare il menu'
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Appendice A

Distribuzioni

A.1 Introduzione

Le definizioni e le proprietd presentate nel seguito sono valide nello spazio euclideo a tre dimensioni
R3 =V, mentre si indica con P il punto generico di coordinate cartesiane ortogonali (z,v, 2).

Tutte le superficie e le linee che si considerano sono regolari o possono essere scomposte in superficie
e linee regolari. Con lo stesso simbolo (1,5, V) si indichera un insieme e la sua misura.

Le funzioni di punto hanno in evidenza la dipendenza da P (ad esempio f(P) ¢ una funzione di punto
ed f non lo ¢); quando tale dipendenza in un simbolo non compare (ad esempio f o ¢) il simbolo
rappresenta una distribuzione se viene esplicitamente detto nel testo (ad esempio f potrebbe indicare
una distribuzione, mentre € & la permittivita del mezzo).

1l fatto che non compaia il tempo ¢ come variabile indipendente non esclude il caso in cui le funzioni di
punto dipendono anche da ¢t. Quando cio avviene le funzioni sono sicuramente reali; nel caso contrario
possono essere sia reali, sia complesse.

A.2 Distribuzioni scalari

A.2.1 Spazio delle funzioni di prova

é lo spazio F delle funzioni complesse adimensionali ¢(P) che sono infinitamente derivabili in tutto
Voo € identicamente nulle al di fuori di un sottinsieme di V., chiuso e limitato. La funzione ¢(P)
nel seguito fa eccezione alla regola generale e viene di sovente indicata con la sola lettera ¢, per non
appesantire eccessivamente le formule.

A.2.2 Supporto di una funzione di prova

11 pia piccolo insieme compatto, cioé chiuso e limitato, al di fuori del quale la funzione f(P) € F &
identicamente nulla.

A.2.3 Successione convergente in F

Una successione di funzioni di prova ¢;(P) € F converge ad una funzione ¢(P) per i — oo se esiste un
insieme compatto k C V. al di fuori del quale tutte le ;(P) sono identicamente nulle e se le ¢;(P) e
le loro derivate convergono uniformemente a ¢(P) ed alle sue derivate corrispondenti. Anche la ¢(P)
¢ una funzione di prova: ¢(P) € F.
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A.2.4 Funzionale

¢ una corrispondenza che associa ad ogni elemento di uno spazio di funzioni adimensionali uno scalare,
eventualmente dotato di dimensioni.

A.2.5 Funzionale lineare

Un funzionale S ¢ lineare se &

S(p1+@2) = S(p1) + S(p2), (A1)
S(Ap) = AS(p). (A.2)

A.2.6 Funzionale continuo nello spazio F

Un funzionale S definito nello spazio F, tale che per ogni successione ¢;(P) in F' convergente a ¢(P)
per @ — oo la successione numerica S(p;) converge a S(y).

A.2.7 Sottospazio F}

11 sottospazio di F' formato dalle funzioni di prova ¢(P) aventi supporto k C V.

A.2.8 Distribuzione o funzione generalizzata scalare

¢ un funzionale lineare in F' e continuo su ogni sottospazio Fy C F. Lo scalare che il funzionale T'
associa con la funzione di prova ¢ viene indicato con il simbolo < T, ¢ >. Come si é gia detto, < T, ¢ >
puo essere dotato di dimensioni.

A.2.9 Somma di due distribuzioni

< (T +Ta),p>=<Ti,p>+<To,p>. (A.3)

A.2.10 Prodotto di una distribuzione per uno scalare costante

<(AT),p>=A<T,p>, (A4)

con A costante complessa.

A.2.11 Uguaglianza di distribuzioni

Due distribuzioni, T' e U, sono uguali su un sottospazio F}, delle funzioni di prova se associano lo stesso
scalare a tutte le funzioni di F},.

<T,o>=<U, p >, Vo € Fj. (A.5)

Se ¢ Fy, = F si sottintende Vi € F e si scrive
<T,p>=<U,p>. (A.6)
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A.2.12 Distribuzione generata da una funzione localmente sommabile

Se [ [ | f(P)|* dV] esiste finito per ogni compatto K in Vi la f(P) genera una distribuzione f per
la quale si ha

< f, >:/V f(P)pdV. (A7)

Le dimensioni di < f, ¢ > dipendono da quelle di f(P).

A.2.13 Distribuzioni di Dirac

Sono distribuzioni che non sono generate da funzioni localmente sommabili

Distribuzione di Dirac per un punto P: iz

E definita dalla

< 0p,p >=p(P). (A.8)

Quando & P = 0, cioé I'origine, si scrive § anziché &g e si ha

< 6, >= (0); (A.9)

< §,¢ > ¢ adimensionale.

Distribuzione di Dirac §;, per una linea [

E definita dalla (fig. A.1)

<0y, >= /gpdl. (A.10)
l

Le dimensioni di < §;, ¢ > sono quelle di una lunghezza: [L]. La definizione & valida anche per linee
chiuse (A = B).

Distribuzione di Dirac g, per una superficie S

E definita dalla (fig. A.2)

< g, >= / pdS. (A.11)
S

Le dimensioni di < dg,¢ > sono quelle di un’area [L?]. La definizione ¢ valida anche per superficie
chiuse (prive di bordo 0’).

A.2.14 Distribuzione di Heaviside Uy, per un volume V

E la distribuzione generata dalla funzione localmente sommabile (fig. A.3)

1 PeV\S' =V,
Uy(P) = { indefinita P e 9, (A.12)
0 P eV, \V.
Pertanto (si veda la (A.7))
< Uy, >:/ oUy (P)dV :/ edV. (A.13)
1 v

oo

Le dimensioni di < Uy, ¢ > sono quelle di un volume: [L3].
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! =1\ (Au B)

Figura A.1: Supporto della distribuzione ;.
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Figura A.2: Supporto della distribuzione §g.
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=

V=V\ S

Figura A.3: Supporto della distribuzione Uy .
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A.2.15 Prodotto di una distribuzione per una funzione di punto

11 prodotto di una funzione di punto f(P) per una qualsivoglia distribuzione T' & una distribuzione se
f(P) & derivabile infinite volte in tutto V. ; in tal caso infatti f(P) ¢(P) risulta essere a sua volta una
funzione di prova e si puo scrivere

< f(P)T,o >=<T,f(P)p>. (A.14)

Le dimensioni dello scalare < f(P)T,¢ > dipendono dalle dimensioni della funzione f(P). Per par-
ticolari scelte di f(P) e T la (A.14) puo definire un funzionale lineare e continuo su ogni sottospazio
F}, C F anche nel caso in cui f(P) non sia derivabile infinite volte in V. Si puo allora dire che anche
in tali casi il prodotto f(P)T é una distribuzione che associa alle ¢ € Fy, gli scalari che si ottengono
mediante il secondo membro della (A.14). Un caso particolare & quello in cui ¢ T = Uy, ed f(P) &
una funzione localmente sommabile in V. Se si fa 'ipotesi che f(P) sia derivabile infinite volte in
Voo, f(P)Uy,, & una distribuzione per la quale, dalla (A.14), si ricava

<ﬂmw@w>=<m@JWW>=K,ﬂmwﬂi (A.15)

Peraltro, I'ultimo termine della (A.15) ha ancora un significato preciso, anche se f(P) non ¢é derivabile
infinite volte in V,,, e definisce un funzionale lineare e continuo su ogni sottospazio Fj, C F. Si pud
anzi osservare che dal confronto fra la (A.7) e la (A.15) segue

f=f(P)Uy,. (A.16)

A.2.16 Distribuzione localmente nulla e supporto di una distribuzione

Si dice che una distribuzione T si annulla in un aperto 2 C V, se é

<T,o>=0 (A.17)

per ogni ¢ di supporto k C ). Si definisce supporto ¥ di una distribuzione 7" 'insieme complementare
del massimo insieme di V, nel quale T si annulla.

A.2.17 Valore locale di una distribuzione in un punto

Se esiste una distribuzione f generata da una funzione localmente sommabile f(P) tale che

<(T—=f),p>=0 (A.18)

per ogni ¢ di supporto k C  aperto, si attribuisce alla T' il valore locale f(P) limitatamente agli
insiemi di punti di  in cui tale funzione risulta definita. Indicato con T[P] il valore locale in P della
distribuzione T, si ha quindi

TIP] = f(P) (A.19)
per ogni P € I, se f(P) & definita in tutto I C €. Se la distribuzione T ¢ lei stessa generata da una
funzione sommabile f(P) & T = f e quindi é T [P] = f(P) in tutti i punti nei quali la f(P) ¢ definita.

Ad esempio:

e si ha < 05, >= 0 per ogni ¢ € F di supporto k C Q = V. \ P, quindi si pud porre f(P) =0 e
si ha _
d[P] =0, VP € Vo, \P;

e si ha < d;,¢p >= 0 per ogni ¢ € F di supporto k C Q = V,\l, quindi si puo porre f(P) =0 e si
ha
0, [P] =0, VP € Voo \l;
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e si ha < dg,¢ >= 0 per ogni ¢ € F di supporto k C Q = V., \S, quindi si pud porre f(P)=0e
si ha
ds [P] =0, VP € VoS,

e poicheé Uy ¢ generata da Uy (P), localmente sommabile, i valori locali di Uy coincidono con quelli

di Uy (P) dove questa ¢ definita; quindi

1 PeV\§' =V,
UV[P]_{O PeVy\V,

con esclusione dell’insieme S’ dove Uy (P) @ indefinita.

A.2.18 Derivata di una distribuzione

Indicata con D la derivata totale o parziale si ha, per definizione,

< DT,p>=—<T,Dp >, (A.20)

cioé la distribuzione DT associa alla funzione di prova ¢ lo scalare che T associa alla funzione di
prova D [¢(P)], cambiato di segno. La definizione si applica ripetutamente per le derivate di ordine
superiore al primo. Tutte le distribuzioni sono derivabili infinite volte. Si noti che se f(P) & una
funzione derivabile infinite volte in V, si ha

<D[f(P)T],p> = —<f(P)T,Dp>=—<T,[(P)Dp>=
— —<T.D[f(P)g] > + < T, D[f(P)]¢ >=
= < f(P)DT,p >+ <TD[f(P)],p > (A.21)
e quindi
D[f(P)T] = f(P)DT +TD [f(P)]. (A.22)

Nel caso in cui f(P) non sia derivabile infinite volte in V., ma soltanto in un aperto Q C V, si deve
distinguere tra il caso in cui il supporto X della distribuzione T' é contenuto in 2 e quello in cui ¥ non
é completamente contenuto in €. Nella prima ipotesi si deve innanzi tutto notare che per una generica
funzione di prova ¢ € F il cui supporto k puod contenere ¥ (e quindi con valori non necessariamente
nulli al di fuori di X), il contributo a < T, ¢ > deriva esclusivamente dai valori che ¢ assume entro X;
infatti se si vuole alterare ¢ al di fuori di ¥ non vi & altra possibilita oltre a quella di aggiungere a ¢
una funzione ¢’ con supporto in Vo, \X (cioé al di fuori del supporto X della distribuzione T'), ma per
le ipotesi fatte si ha

<T(p+¢)>=<T, 0>+ <T,¢ >=<T,p>,
Vo e F,¢ ¢ Fs (A.23)

e quindi < T, (¢ + ¢’) > non risente della presenza di ¢’. Ne viene che per la f(P)T si ha

< f(P)T,(p+¢') >=<T,f(P)(p+¢) >=<T, f(P)p >, (A.24)

con il solo coinvolgimento dei valori di f(P) nel supporto X. Peraltro si é nel caso in cui ¥ C 2, quindi
la derivabilita di f(P) é assicurata nell’insieme ¥ che interessa e la (A.22) vale qualunque sia ¢ € F.
Nell’altro caso, quando ¥ non € completamente contenuto in {2, ’esclusione dei punti di ¥ nei quali
f(P) non é derivabile deve essere ottenuta limitando le funzioni di prova a quelle che hanno il supporto
k C Q, per cui anziché la (A.22) si deve scrivere
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DI[f(P)T]= f(P)DT +TD|[f(P)], p € Fip,kCQ, (A.25)

con il che si escludono i punti di ¥ che non appartengono anche ad Q e di conseguenza f(P) é derivabile
in tutti i punti che interessano la (A.25).

A.3 Distribuzioni vettoriali

Una distribuzione vettoriale &, per definizione, data da

T = T,i + T,j + T:k, (A.26)

essendo Ty, Ty, T, distribuzioni scalari. Pertanto &

<T,p> = <Typ>i+
+ <Tye>jt<T. o>k (A.27)

con la stessa funzione di prova ¢ per tutte le componenti.

A.4 Equazioni nel senso delle distribuzioni

Un’uguaglianza fra due distribuzioni ¢ una equazione nel senso delle distribuzioni se una di esse &
incognita. Se, ad esempio, X é una distribuzione incognita ed A é una distribuzione nota

X=A (A.28)

& una equazione da intendersi nel senso delle distribuzioni, cioé

<X, p>=<A,p>. (A.29)

Da quanto si é visto in precedenza una distribuzione pud essere una combinazione lineare di dis-
tribuzioni, per cui

X+Y=A+B, (A.30)

cioé

<X, po>+<Y,po>=<A,p>+<B,p> (A.31)

é ancora un’equazione nel senso delle distribuzioni se X,Y sono incognite ed A, B note. Nel caso
particolare in cui il termine noto si possa scrivere (V = J;_, Vi, S = U;_; Si.l = U;—, i, € = Ui, Pi)

n

A= Ay (P)Uy + As(P)ds + Al(P)d; + Ae(P) Y b5, (A.32)

i=1
con Ay (P), As(P), Ai(P), Ag(P) definiti per P € V, P € S,P € [,P € &, rispettivamente, posto

X =Xy(P)Uy +X3(P)5,5+X1(P)51—|—Xg(P)Zn:5?i, (A.33)

=1

con le funzioni Xv (P), Xg(P), Xi(P), Xe(P) incognite, la (A.28) diviene
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n

XV(P)UV +XS(P)55 + Xz(P)5z + Xg(P) Z(spl =
=1

= Ay(P)Uy + Ag(P)ds + Ai(P)d; + Ae(P) Y 65, (A.34)

i=1

ovvero

/VXV(P)godV + /SXS(P)cpdSwL/le(P)gpler

_ / Av(P)odV + | As(P)pds + / Au(P)odl +
Vv S l
b3 As(P(P)), (4.35)

per cui, tenendo conto che quest’ultima deve essere soddisfatta qualunque sia ¢ € F, deve essere (il
simbolo = sta a significare I'uguaglianza “quasi dappertutto”, ovvero all’infuori tutt’al pit di un insieme
di misura nulla)

Xy(P) = Ay(P), PeV, (A.36)
Xg(P) = Ag(P), PeS, (A.37)
X(P) = A(P), Pel, (A.38)
Xe(P) = Ae(P), PeE. (A.39)

Si noti che quanto ora detto introduce una regola simile a quella che vale per 'uguaglianza fra numeri
complessi, uguaglianza che implica che siano fra di loro uguali le parti reali e le parti immaginarie. Si
noti che le distribuzioni X ed A possono essere sia scalari sia vettoriali e che X e/o A possono essere
distribuzioni ottenute operando su altre distribuzioni con operatori lineari (quali I’ operatore D, visto
in precedenza, oppure gli operatori grad, div, rot, V? per i quali si rimanda all’Appendice B).

In chiusura una osservazione sull’analisi dimensionale delle equazioni fra distribuzioni. Dato che la
(A.35) deve essere dimensionalmente omogenea, cioé¢ le unita di misura debbono essere le stesse per
tutti i termini che in essa compaiono, le varie funzioni di punto non possono avere le stesse dimensioni
perché una ¢ moltiplicata per la misura di un volume dV, 'altra per quella di una superficie dS e cosi
via. Cio comporta che 'analisi dimensionale della (A.34) non da risultati corretti se non si ricorre
all’artificio di assegnare a Uy, dg, 0;, dg, opportune dimensioni; ad esempio

Uy adimensionale, (A.40)
bs] = (077, (A41)
& = [L77, (A.42)
ool = [LI7°, (A.43)

avendo indicato con [L] le dimensioni di una lunghezza.
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Appendice B

Calcolo vettoriale

B.1 Introduzione

In quanto segue, dopo un breve richiamo sul calcolo vettoriale valido per le funzioni ordinarie [2] si
passerd a considerare il calcolo vettoriale nel caso delle funzioni generalizzate o distribuzioni. A tale
scopo si fara riferimento ai simboli ed alle convenzioni di fig. B.1, fig. B.2 e fig. B.3.

In fig. B.1 una superficie chiusa S’ (regolare o composta di superficie regolari) divide V., in due
regioni, una interna V ed una esterna V., \ V. Il versore normale ad S’,7’, che esiste in quasi tutti i
punti di §’, ¢ orientato dalla regione V alla regione V., \ V. Il punto P € V potra essere individuato o
dalle tre coordinate (z,y, z), di un sistema di riferimento cartesiano ortogonale, o da quelle (uy, us, u3)
di un sistema di coordinate curvilinee.

In fig. B.2 una superficie S regolare di equazioni parametriche z = z(uy,us), y = y(ui,us), z =
z(uy,uz) & delimitata da una linea I’ e ammette normale 7 in tutti i suoi punti. Il versore 7 nei punti
di I’ ¢ ottenuto come limite di quello relativo a S = S\ dS = S\ I’ e forma una terna destrorsa
ortogonale con il versore o (ortogonale ad I’ e giacente nel piano tangente ad S) e con il versore I/
tangente alla linea I’. La superficie S pud anche essere chiusa, nel qual caso non esiste il bordo I’.
Il punto P su S o estremamente vicino ad S puo essere individuato dalle tre coordinate (u,us,n),
essendo n la coordinata sulla retta normale ad S nel punto (uq,us,0), crescente nel verso di 7. Le
coordinate (up,uz,n) vengono denominate coordinate laminari (relative ad S).

In fig.B.3 una linea C regolare di equazioni parametriche x = x(s), y = y(s), z = z(s) é di estremi A
e B ed ammette tangente [ in tutti i suoi punti. Il versore negli estremi A e B é ottenuto come limite di
quello relativo a i = I\ (AUB) . La linea C puo anche essere chiusa, nel qual caso mancano gli estremi
A e B. Il punto generico su C o estremamente vicino a C pud venire individuato dalle tre coordinate
curvilinee (r, ¢, s), essendo (r, ) le coordinate che individuano un punto nel piano ortogonale a C e
passante per (0,0, s), e s la coordinata curvilinea su C, crescente nel verso di [. Le coordinate (r, ¢, s)
vengono denominate coordinate tubolari (relative a C).

Rimane da segnalare che nelle applicazioni possono essere contemporaneamente presenti piit insiemi
dei tipi considerati; in tal caso, se V;, S;, I; sono insiemi regolari come quelli visti in precedenza, si
avra V = UL, Vi, S = Uy Sisl = Ui, 1,8" = UiZy Sl = Ui, i , ed eventualmente unioni
tra questi insiemi. Si dovranno infine anche prendere in considerazione punti isolati, & = (Ji_; P;.
All’insieme £ appartengono, in particolare, gli estremi di linee aperte eventualmente presenti, mentre
ad I’ appartengono i soli bordi delle superficie aperte e ad S’ le sole superficie che delimitano i volumi.

B.2 Calcolo vettoriale per le funzioni ordinarie

Per comodita del lettore e per consentire un immediato confronto con le formule del prossimo paragrafo,
si fa ora una rapida scorsa del calcolo vettoriale per le funzioni di punto ordinarie.
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0.

Figura B.1: Simboli e convenzioni adottate per dominii di volume.
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Figura B.2: Simboli e convenzioni adottate per dominii di superficie.
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Figura B.3: Simboli e convenzioni adottate per dominii di linea.
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=5

Q

Figura B.4: Insieme 7 contenente il punto P.

B.2.1 Operatori gradiente, divergenza e rotore nello spazio tridimensionale

Dato un insieme 7 a cui appartiene il punto P, racchiuso da una superficie o di normale 7 (fig.B.4) si
definiscono rispettivamente gradiente della funzione scalare ©(P) e divergenza e rotore di una funzione
vettoriale A(P) le quantita (7 nelle formule indica il volume dell’insieme )

grad [p(P)] = Tm [ #(Q)p(Q)do, (B.1)
div [A(P)] = lim % A(Q) - A(Q)do, (B.2)
rot [A(P)] = lim % Q) x A(Q)do, (B.3)
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con ¢(P) e A(P) regolari in un dominio 2 comprendente I'insieme 7 e con il volume 7 tendente a zero
in modo che tutti i punti dell’insieme 7 tendano a P. In coordinate cartesiane si ha
0o  Op - 0p

grad|p(P)] = e JFJafy + k&, (B.4)

0A oA . 0A

rot [A(P)] = zx%ﬂw%w%x%: (B.6)
|04, 0A,]. [0A, O0A.]. [0A, O0A, i
N [ayaz}l {82830} {axay}
In un qualsiasi sistema di coordinate (pertanto anche in coordinate cartesiane) si dimostra
rot grad[p(P)] = 0, (B.7)
div rot [A(P)] = O0. (B.8)
11 laplaciano di una funzione scalare ¢(P) & dato, per definizione, da
div grad [p(P)] = V*[p(P)] =
B Py %0 0%
Fr) + 87312 + 922 (B.9)
Il laplaciano di una funzione vettoriale A(P) & dato, per definizione, da
V?[A(P)] = -rotrot [A(P)] + grad div [A(P)] =
= V2[A(P))i + V*[A,(P)]j + V2[A.(P)]k. (B.10)
Ricordando che ¢ (D ¢ il simbolo di derivata parziale rispetto a z, y 0 2)
D[f(P)g(P)] = f(P)D[g(P)] + D [f(P)]g(P), (B.11)
dalle (B.4) (B.5) (B.6) segue immediatamente
grad|f(P)g(P)] = [(P)gradlg(P)] + grad[f(P)]g(P), (B.12)
div [f(P)A(P)] = f(P)div[A(P)] 4 grad[f(P)]-A(P), B.13)
rot [f(P)A(P)] = f(P)rot[A(P)] +
+ grad[f(P)] x A(P), (B.14)
div [A(P) x B(P)] = B(P)-rot[A(P)] —
— A(P)-rot [B(P)], (B.15)
rot [A(P) x B(P)] = A(P)div [B(P)] — B(P)div [A(P)] +
0A 0A 0A
+ BI(P)a—x + By(P)a—y + BZ(P)E —
OB OB OB
- Aa:(P)% - Ay(P)aiy - AZ(P)g (B16)

B.2.2 Alcune importanti relazioni vettoriali

Teorema di Gauss (si veda fig. B.1) Lo si dimostra nel modo seguente: mediante piani paralleli, si sud-

divide V in elementi di volume AV per ciascuno dei quali si puo scrivere, per la (B.2), AVdiv [A(P)] =
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STA(P)-nAS (con Y A(P)-nAS siintende il flusso di A(P) attraverso le pareti di AV); si sommano
membro a membro le uguaglianze scritte per tutti i volumetti; si calcola il limite per AV che tende
a zero dei due membri dell’'uguaglianza cosi ottenuta. Tenuto presente che le facce comuni a due vol-
umetti contigui sono associate a flussi uguali in modulo, ma di segno opposto, si ha che al flusso danno
contributo soltanto le facce esterne per cui se esistono i due limiti, a sinistra e a destra dell’uguale, si
giunge alla (B.17).
/ div [A(P)av = [ A(P)-#ds'. (B.17)
\% S’
Teorema di Stokes (si veda fig. B.2) Dimostrazione analoga a quella seguita per il Teorema di
Gauss.
/ rot [A(P)] - adS = [ AP)-T'ar’. (B.18)
s

v

Teorema di Green (si dimostra applicando Gauss a A(P) = ¢(P)grad [¢(P)))

/ S(P)V2 [(P)] dV = / o(P)grad [(P)] - AdS' —
Vv

’

- /Vgrad [o(P)] - grad [¢(P)]dV. (B.19)

Scambiando fra loro ¢(P) e (P) si ottiene una relazione che sottratta membro a membro dalla (B.28)
porta a scrivere

[ AePIT? ) - w(P)? ot v =

/ / [@P)Zﬁ- (P)%‘;: ds’. (B.20)

Facendo riferimento alla fig. B.5 si ponga ¢(Q) = 1/|P — Q| = 1/r, con P = i + yj + zk,
Q=2a2i+yj+ 2k P +# Q. Sipud verificare che & V2p(Q) = 0. L’apice posto sul simbolo di
laplaciano ha lo scopo di distinguere questo caso, in cui le derivazioni vengono fatte rispetto a z’,y', 2/,
dal caso in cui le derivazioni vengono fatte rispetto a x,y, z, per il quale non viene utilizzato ’apice;
le stesse considerazioni varranno, pitt avanti, per gli operatori grad’, div’, rot’, e grad, div, rot,
rispettivamente. Si ponga inoltre ¥(Q) = A;(Q), (i = z,y,z), con A4;(Q) componente del vettore
AQ) = A(Q)i+ Ay(Q)j + A.(Q)k. Si supporra che A(Q) sia regolare in tutto lo spazio, intendendo
con cid non solo che A(Q) sia continua e derivabile in tutto lo spazio, ma anche che per 7 che tende a
infinito A(Q) e le sue derivate tendano a zero pii1 velocemente di 1/r. Dalla (B.29) si ha

1
[ ivea@ae= | [wA"(Q)—Ai(Q)a’” as’ +
V I

\Wp T r on on

/S;D [i afg?(lQ) _Ai(Q)Z;{J dSp. (B.21)

Essendo A(Q) regolare, il primo integrale a secondo membro della (B.21) si annulla per V' che tende
a Vi \ P. Scegliendo poi S%» come una superficie sferica centrata in P di raggio r tendente a zero, e
ricordando che su S & n = —7, si ha

V24:(Q) — lim {_18141‘(@) ‘ (_1)] 2 0 _
/Vw\P Ve = 1 Aﬂ 5 TAQ (-5 )| rrd=

r r—0 r

= —AZ-(P)A dQ = —4r A;(P). (B.22)
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Figura B.5: Dominio utilizzato per la risoluzione dell’equazione di Poisson e per la dimostrazione del
teorema di Helmholtz.
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Per il vettore A(Q) si ha allora
A(P) = —— —=dVy, (B.23)

relazione che permette di ottenere il valore del vettore A(P) in un punto qualsiasi di V., quando sia
noto in tutto lo spazio il laplaciano del vettore stesso. Cio porta ad affermare che ’equazione di Poisson
vettoriale

VZA(P) = J(P) (B.24)
ammette la soluzione .
= 1 J(Q)
R — —2dVp. B.2
Apy=—g [ P av (B.25)

Posto f(P)A(P) = ¢(P)e, con ¢ vettore costante, dalla (B.13) segue

div [p(P)7] @(P)div(c) + grad[p(P)] - ¢ =

grad [p(P)] - ¢.

Applicando Gauss

E~/ o(P)ndS’ :E-/ grad [p(P)]dV
’ v
e, per l'arbitrarieta di ¢,
/ grad [p(P)]dV = / o(P)n'dS’. (B.26)
V !

Dalla (B.15) con B(P) = ¢, vettore costante, si ha invece

o

div[A(P) x¢ = ¢-rot[A(P)] — A(P)-rot(c) =
-rot [A(P)].

|
ol

Applicando Gauss

E~/ n' x A(P)dS' =¢ / rot [A(P)] dV
/ v
e, per larbitrarieta di ¢,
/ rot [A(P)]dV = [ #' x A(P)dS'. (B.27)
1%

Teorema di Green (si dimostra applicando Gauss a A(P) = ¢(P)grad [1)(P)])

[ oV ey = [ oPigrad(p(p)) - nds’ -
14 S
_ /V grad [p(P)] - grad [(P)] dV. (B.28)

Scambiando fra loro ¢(P) e 1(P) si ottiene una relazione che sottratta membro a membro dalla (B.28)
porta a scrivere
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/V [o(P)V2 [(P)] — (P)V? [o(P)]} dV =

// [@(P)aw - ¢(P)g% ds’. (B.29)

Facendo ancora riferimento alla fig. B.5 si consideri una funzione A(Q) regolare in Vi ; ricordando le
(B.10) (B.12) (B.14) (B.26) (B.27) e notando che ¢ grad’(1/r) = —grad(1/r), si verifica che é

| ave -

Il
\ <\
—
5
—N
<
&
L —
U
~
C\
|
=
O
S~—
| [E—
I
N Q
3
)
S
N
—_
N——
U
~
<
=
O
S~—"
——
=
Q
I

+ / grad (1> div' A(Q) dVg —
V\Vp r

/ grad <1> x rot’ A(Q) dVqg. (B.30)
V\Vp r

Dato che div’ A(Q) e rot’ A(Q) risultano indipendenti da P = P(x,y, 2), dalle (B.10) (B.12) si ha

/ grad <1) div' A(Q) dVg = / grad {dw'A(Q)} dVg =
V\Vp r

r V\Vp
. /Z
= grad l/ i’ A(Q) dVg |, (B.31)
V\Vp r
L
/ grad (1) x rot' A(Q)dVqg :/ rot [TOtA(Q)} Vg =
V\Vp r V\Vp r
= rot / ot AQ) | (B.32)
V\Vp r

dove gli operatori grad e rot sono stati portati fuori dal segno di integrale, dato che essi agiscono nel
punto P = P(x,y,z) che non ¢ la variabile di integrazione. Facendo ora tendere V a V., e tutti i
punti di Vp al punto P, scegliendo S come una superficie sferica centrata in P di raggio r tendente
a zero, il primo ed il terzo integrale ad ultimo membro della (B.30) si annullano per la regolarita di
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A(Q) mentre ricordando che su S% é 7/ = —# si ha

[Ty,
Voo \P @

r

A I A
— lim [— / A AQ) 2 o ¢ / Fx TTAQ) dﬂ] +
4m r 4m r

r—0

. A
+ lim {grad [/ div A(Q) %)
V\Vp

V—=Ve,Vp—P r

/
. [ / rot A(Q)
V\Vp

r
. /Z
_ gde LIC)
Voo \P r
L
— 7ot [/ ot AQ) 4y | (B.33)
Voo \P r
Ricordando la (B.23) si puo infine scrivere
— 1 div' A(Q)
AP)= — grad|— ekl 2
(P) gra [477/%0\13 = avg | +
—
+ rot [1/ ot AQ) 4y | (B.34)
47 Voo \P r

La (B.34) esprime il teorema di Helmholtz, il quale afferma che qualunque campo vettoriale A(P)
regolare in tutto lo spazio & esprimibile come somma di un campo irrotazionale (cioé a rotore nullo) e
di un campo solenoidale (cioé a divergenza nulla).

B.2.3 Operatori gradiente, divergenza e rotore in coordinate laminari
Divergenza in coordinate laminari

Si consideri un sistema di coordinate laminari (u1,us2,n ) relative ad una superficie regolare S ed una
funzione vettoriale di punto A(P) che ammette divergenza in un volume V contenente S (fig. B.6).
Ci si propone di calcolare la divergenza della funzione A(P) nel suddetto sistema di coordinate in un
punto @ € S. Si assuma come volume 7 il volume delimitato da o; U o2 U 0;. Con tali ipotesi si puod
indicare con o(n) una funzione che varia da ¢(0), area di o1, a o(h), area di o, quando la coordinata
n lungo la normale varia da 0 ad h. Con riferimento alla fig. B.6 si ha: Q1,Q = Q(u1,us2,0) € 01 C S,
Q2€09;QrE0;; Qr EXCS; Q™ €01; Q@ — @y, mentre i versori 7(Q)), S\(Q,\), tangente al bordo
A di o, 2(Qy), ortogonale a oy costituiscono una terna ortogonale destrorsa. Indicati con Qi, Qs i
punti di o1 e o nei quali A(Q1) - 71(Q1) e A(Q2) - N2(Q2) assumono il loro valore medio su oy e o9 si
ha
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Figura B.6: Dominio utilizzato per ricavare ’espressione della divergenza in coordinate laminari.
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{div[A(P))} p_,, =

~ 2|/ Q) (Qude + [ AQu) Qe +

T—=0 T .

[ Ay (@] =

- ;%T{/ /AQl H(Qu)dn

+ 01 A(Q1) -1 (Q1)} - (B.35)

d\ + 02 A(Q2) - 2 (Q2)+

Tenuto conto che per o; tendente a zero in modo che tutti i suoi punti tendano a @ il punto Q1 tende
a @, mentre Q3 viene a trovarsi sulla normale ad S per Q(uy,us,0) cosi che si ha Q2 = Q2(uy,us, h) ,

f2(Q) = —11(Q) = 7(Q), si possono scrivere le seguenti espressioni
a1 A(Q1) - 1(Q1) = —a(0)A(u1, uz,0) - 2(Q) (B.36)
72 A(Q2) - 12(Q2) = o'(h)A(us, us, h) - 1(Q) =~ (B.37)
= o(07,00.0) - Q)+ h{ - [l n)] | 4(Q)

con le approssimazioni tanto pitl valide quanto pit o ed h sono piccoli. Per A sufficientemente piccolo
si ha inoltre

/ / o(Quydn] dx = h [ (@) #(Qa)ax (B.38)

per cui, posto 7 = ho(0), si ha

{dw [AP)]} p_g = (B.39)

( /A Q) - 7O d)\+h{aan[ (n)A(ul,uz,n)]} .ﬁ(@)).

Passando al limite per ¢(0) che tende a zero il segno di circa uguale viene sostituito da quello di uguale
e si ha

n=0

{div [A(P)]} p_,, = lim L/AZ(QA)-Q(QA)dH

o—0 O’(O)
o—0 0’( )

+ lim L {867;[ (n)A(P)]}P_Q.ﬁ(Q)

o—0 0

+ dAQ) tim L bo , PAUD)} (Q), (B.40)
on Jp_qg

oc—=0 0 3n

= dim = [ A(Qy) (@) +
A

do(n)

B } . Applicando la formula
P=Q

avendo scritto, per semplicita, o al posto di o(0) e g—z al posto di {

trovata ad A(P) = A(P) si ha
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s . 10c
{div[n(P)} p_g = ;13%) ~on (B.41)
dato che n(P) e P(P) sono ortogonali, 7(Q) - 2(Q) = 1 e % = 0. Pertanto, scritto, ancora per

semplicita, div(f) al posto di {div [A(P)]}p_, ed 7 al posto di 7(Q), si conclude

{div [A(P)]} g = Jim ~ | A(@0)-#(Quixr+

oc—0 0
_ A(P
+ h-AQ)div(R) + i - {a()} . (B.42)
on Jp_g
Introducendo la divergenza superficiale (si ricordi che tutti i punti dell’insieme 7 tendono a @ quando
o = o(0) tende a zero, e si noti che il secondo membro della (B.43) dipende esclusivamente dal
comportamento di A(P) per P =Qy € 5)

o—0 0

divs [A(@)] = Jim ~ [ A(Q)- #(Qa)ax (B.43)

si ha

{div [A(P)]} o divs [A(Q)] +

T {A(Q)dz’v(ﬁ) + {8‘2(:)} PQ} : (B.44)

Si pud osservare che con procedura analoga a quella accennata per il teorema di Gauss (anziché suddi-
videre il volume V in tanti volumetti, si deve suddividere la superficie S in tanti elementi superficiali,
etc.) a partire dalla (B.43) si giunge a scrivere (Qy € I/, bordo di S)

[ divs [A@] a5 = [ #(Qu)-A(Qu) ar. (B.45)
S 14

Se - A(P) = An(P) e it - 22%) sono entrambi nulli nei punti di S, A(Q) = 4,(Q) ¢ tangente ad S e
si ha

{div [A(P)]},_, = divs [4:(Q)] - (B.46)

Gradiente in coordinate laminari

Posto A(P) = f(P)e, con ¢ vettore costante, arbitrario, e f(P) derivabile in un aperto contenente S,
dalla (B.13) e dalla (B.42) segue

{div [f(P)E]}P:Q = {grad[f(P)] 'E}P:Q =

z. {lim ! / FQOHQN) AN+ A f(Q)div(R) +
A

oc—0 0o

+ @ {af(P)} PQ} : (B.47)

on
Poiché 'uguaglianza deve valere qualunque sia ¢, se ne trae
)
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rad[F(P)bpg = lim [ FQuaQuN+

o—0 0

+ Af(Q)div(n) + {3]‘;(71 )]PQ . (B.48)

Introducendo il gradiente superficiale (si ricordi che tutti i punti dell’insieme 7 tendono a @ quando
o = o(0) tende a zero, e si noti che il secondo membro della (B.49) dipende esclusivamente dal
comportamento di f(P) per P = Q) € 5)

grads [f(Q)] = lim — /f Q)P (B.49)

oc—0 0o

si ha

{grad[f(P)l}p_q = grads|[f(Q)]+

+oa { F(Q)div(R) + [81(;(5)} P_Q} . (B.50)

Si puo osservare che con procedura analoga a quella accennata per il teorema di Gauss (anziché suddi-
videre il volume V in tanti volumetti, si deve suddividere la superficie S in tanti elementi superficiali,
etc.) a partire dalla (B.49) si giunge a scrivere (Q € I, bordo di S)

[aradsis@yas = [ s@uyoQuar. (B.51)

Rotore in coordinate laminari

Considerata la funzione vettoriale A(P ) X T, con ¢ vettore costante, arbitrario, dalla (B.15) e dalla
(B.42) scritta con A(P) x ¢ al posto di A(P) segue

{div [A(P) x €] }P:Q = {c-rot F(P)]}P:Q =
z- {lim 1 / D(Qx) x A(Qr)dN + 7 x A(Q)div(h) +

o—0 0
A(P
+ Ax P (P )] } (B.52)
on |p_g
Poiché T'uguaglianza deve valere qualunque sia ¢, ne segue
N Y A —
{rot [AP)}pg = lim = | 2(Qy) x A(Qr)dA+
— OA(P
+ nx AQ)div(d) + 7 X { ( q . (B.53)
on |p 0

Introducendo il rotore superficiale (si ricordi che tutti i punti dell’insieme 7 tendono a @ quando
o = o(0) tende a zero, e si noti che il secondo membro della (B.54) dipende esclusivamente dal
comportamento di A(P) per P = Q) € S)

rots [A(Q)] = lim | (@) % A(Qy)dX (B.54)

o—0 0

111



B.2. CALCOLO VETTORIALE PER LE FUNZIONI ORDINARIE

si ha

{rot M(P)] }P:Q = rolg M(Q)] +
o x {A(Q)div(ﬁ) n {‘”;Sf )} P_Q} . (B.55)

+

Se i x A(P) e i x 8€(np) sono entrambi nulli nei punti di S, A(Q) = A, (Q)n ¢ ortogonale alla superficie
S e siha

{rot [A(P)] }PZQ =rots [A(Q)] . (B.56)

B.2.4 Operatori gradiente, divergenza e rotore in coordinate tubolari
Divergenza in coordinate tubolari

Si consideri un sistema di coordinate tubolari (r, ¢, s) relativo ad una curva regolare C ed una funzione
vettoriale di punto A(P) che ammette divergenza in un volume V contenente C. Ci si propone di
calcolare la divergenza della, A(P) nel suddetto sistema di coordinate in un punto @ € C. Si assuma
come volume 7 il volume delimitato da oy U o9 U 0, essendo o1, oo e o; le superficie delle basi e
la superficie laterale del cilindretto che si ottiene facendo scorrere il centro del cerchio o7 lungo la
linea C, da Q(0,0,1) a Q(0,0,! + h). In tale ipotesi, o1 e o3 risultano avere la stessa area o. Con
riferimento alla fig. B.7 abbiamo: Q1,Q € 01; Q2 € 02; Q; € 075 QX € \; @~ — @), mentre i versori
(F(Qx), $(Qx), [(Q7)) costituiscono una terna ortogonale destrorsa. Per la definizione di divergenza
(B.2), indicati con Q1, Q2 i punti di o7 e oy nei quali A(Q1) - ll(Ql) e A(Q2) - lg(Qg) assumono il loro
valore medio su oy e o3 si ha

{div [A(P)]}p_p, = (B.57)
= 71—1—>H10% {/ A(Qr) - #(Qi)doy + /02 A(Q2) - 12(Q2)do +/ A(Qy) - Zl(Ql)dgl] =

o1 o1

. 1{/
= lim —
T—=0 T A

Tenuto conto che per 7 tendente a zero in modo che tutti i suoi punti tendano a @ il punto Q1 tende a
@, mentre ()2 tende al punto di coordinate (0,0,l+h), ed & [5(Q) ~ {(Q) ~ —11(Q), si possono scrivere
le seguenti espressioni

l+h7
/l A(Q1) - #(Qu)ds

d\ = o A(Q1) - 1(Qr) + 0 AQz) - 2 (Qz)} :

dA(Q1) - 11(Q1) ~ —0A(Q) - 1(Q), (B.58)
0A(Q2) - 15(Q2) = 07A(0,0,1+ h) - 1(0,0,1 4 ) ~
~ cA(Q)-1(Q)+ ho W} , (B.59)
s=l

avendo scritto, per semplicita, A(s) al posto di A(0,0,s), ed f(s) al posto di f(0,0,s), e con le ap-
prossimazioni tanto piu valide quanto pitt o ed h sono piccoli. Per h sufficientemente piccolo si ha
anche

I+h B
/ [ Q) - f(czndl] A~ h / A(Qx) - #(Qn)dA, (B.60)
A l A
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Figura B.7: Dominio utilizzato per ricavare ’espressione della divergenza in coordinate tubolari.
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per cui, posto 7 = ho si ha

{div [A(P)]}p_(, ~

% (h | A(@)#(@)ir + ho {(,fs [AGs) - (s)] }S_l> : (B.61)

ovvero

{div [A(P)] }P:Q -

— lim 1 /\Z(Q,\) CA(Qy)d + {883 [Z(s) .f(s)]} -

c—0 0 o=l

= (o [AP))} g+ { 3 [A) 1))} (B.62)

s=l

Si puo osservare che {dz’vt m(P)} }P:Q, che puo essere denominata divergenza trasversale, dipende

solo dalle componenti di A che giacciono nel piano ortogonale a C passante per Q

Come ulteriore chiarimento del significato di questo termine viene ora ricavata la sua espressione
qualora si prenda come sistema di riferimento sul piano ortogonale a C passante per ) una coppia di
versori (4, j) legata alla coppia (7, ¢) dalle relazioni

¥ = cospi+ seny)

p = —senpi+ cosyp)

con (7, j, ) terna ortogonale destrorsa e ¢ angolo compreso fra # e i. Facendo tendere a 0 il raggio di
o si ha

2m
lim 1 )\Z(Q)\) -F(Qx)d\ = lim %/o [Az (@A) + Ay(Qr)]] - (cospi+ senpj)rdp =

o—0 O r—0 771
1 271'
= Jim = [ A@ueosp + 4,(Qusen ¢l rdy. (B.63)

Prendendo in considerazione per ora solo il primo addendo della funzione integranda, e tenuto conto
del fatto che per valori sufficientemente piccoli di r il valore di A, (Q») puo essere ottenuto arrestando
al secondo termine lo sviluppo di Taylor di A,(P) in Q € C nella direzione di Q) — @, si puo scrivere

N )
}1—%?/0 [A:(Q) + r (grad A, - 7)] cos pr dp =
A, 2 1 [?" (04, A
= hmﬂ/ cos@d(p—f——/ (8 "Li+a Ij).(cosgoi—l—sengoj)cosgpd(p:
r—0 7 J T Jo Ox Oy
= 0+ — cosp+ —— senp| cospdp =
T Jo Ox Oy
1[04, [ 1[04, [*™ 0A,
= — cos“pdo| + — | — cospsenpdp| = .

Con procedimento analogo, si pud esprimere il secondo addendo dell’ultimo membro della (B.63) come
8A?/
oy

per cui si conclude che

0AL(P) | 9A,(P)

{div, [A(P)]} peg = { 5 9 (B.64)

oo

114



B.3. CALCOLO VETTORIALE PER LE FUNZIONI GENERALIZZATE

Si noti che se A(Q,) = A(Q), cioé il vettore A(P) é costante nel piano normale a C in Q, nell’inte-
grale a secondo membro della (B.62) la funzione integranda ¢ costituita da contributi che si eliminano
vicendevolmente, e quindi si ha

{div [A(P)]}p_ = {888 [Z(s) .Z(s)]} . (B.65)

s=l

Gradiente in coordinate tubolari

Analogamente a quanto fatto per le coordinate laminari, dalla (B.13) e dalla (B.62) segue

{grad[f(P)] }P:Q =

= lm ! f(QA)f(QA)dA+{
A

o—0 0
0

(arad: (1P} g + { 55 [f000)] | (B.66)

s=l

Q’)‘@

]} -

s=l

Si puo osservare che {grad, [f(P)]}P:Q, che puo essere denominato gradiente trasversale, & un vettore
giacente nel piano ortogonale a C passante per @

Con procedimento analogo a quello seguito per la divergenza trasversale, si ricava, prendendo come
sistema di riferimento nel piano ortogonale a C passante per () una coppia di versori (2, j)

{oroaf (P} g = | P50 20 P| (B.67)

Rotore in coordinate tubolari

Analogamente a quanto fatto per le coordinate laminari, dalla (B.15) e dalla (B.62) segue

{rot [A(P)] }PZQ =
- ;igbé | #(Qx) % A(Qr)dA + {838 [z”(s) x Z(s)} }S_l : (B.68)

B.3 Calcolo vettoriale per le funzioni generalizzate

B.3.1 Operatori differenziali. Definizioni
Gradiente

La distribuzione vettoriale or oT oT
g =0T, 0T 4 oT B.69
grad(T) =t Ty T s .

é, per definizione, il gradiente della distribuzione scalare T'. Per la proprieta delle distribuzioni scalari
si ha

0 0
<grad(T),p > = -— <T,£>i+<T,£>j+
or dy
dp -
T, — . B.
+ < ,8z>k} (B.70)
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Divergenza

La distribuzione scalare
or, o1, 0T,

div (T) = — B.71
w() 8x+8y+8z (B.71)
¢, per definizione, la divergenza della distribuzione vettoriale 7. Si ha anche
e Op Op
div (T = - T, — T, —
< div (T),p > [< 8x>+<y8y>+
Op
+ <T,, = (B.72)
0z
Rotore
La distribuzione vettoriale
— o1, IT,
t(T) = 1 £
ro ( ) 1 ( y Ey ) +
4o or, 0T, n
0z or
~ (0T, oT.
k y_ —Z B.73
" < dr Oy ) (B.73)
¢, per definizione, il rotore della distribuzione vettoriale 7. Si ha anche
= dp 9o _|.
<r0t(T),<p> = —{{<Tz,ay >—<Ty,$ >} 1+
dp do |-
<Ty L= >—-—<T,, == >
* { 0z Ox ] I+
Op o¢ 14
T, — >—<T,, — kp. B.74
+ {< o S TS 8y>]} (B.74)

Laplaciano

La distribuzione scalare ) ) )
0 T o*T 0°T
2 =di d —_—t — + — B.
Ve(T) = divgrad (T) = 92 8y + 92 (B.75)

é, per definizione, il laplaciano della distribuzione scalare T'. Si ha anche

<V2(T),p> = <T,V?(p)>=
0% 0%
= T, —= T, —=
{< gz > <Tgm >+
0%
+ <T, ) >} (B.76)
Laplaciano di un vettore
La distribuzione vettoriale
V2 (T) = graddwv (T) — rotrot (T) =
= V2T,i+ V?T,j+ VT.k, (B.77)
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essendo - A
T =T, +Ty)+T.k, (B.78)

¢, per definizione, il laplaciano della distribuzione vettoriale T'. Si ha anche
<V*(T), o> = <T,Vip>=
= <T,,Ve>i+<T,Ve>j+
+ <T,,Vo>k (B.79)

B.3.2 Applicazione al prodotto di una distribuzione per una funzione di
punto
Si considerino la distribuzione scalare T e le funzioni di punto scalare f(P) e vettoriale A(P) e si

supponga che f(P)T ed A(P)T siano distribuzioni. Applicando le regole di derivazione (si veda
A.2.18) alle distribuzioni f(P)T e A(P)T si ottengono le seguenti relazioni

<grad[f(P)T],p > = —<T,grad(p)f(P) >, (B.80)
< div [A(P)T] , ¢ = — <T,grad(p) - A(P) >, (B.81)
<rot [A(P)T],¢ = — <T,grad(p) x A(P) > . (B.82)

Si noti come le formule ora scritte consentano di trasportare tutte le operazioni di derivazione
sulla funzione di prova ¢, senza che debbano essere assunte ipotesi particolari sulla derivabilita della
funzione scalare f(P) e della funzione vettoriale A(P). A tali funzioni, infatti, si chiede soltanto di
definire dei funzionali lineari e continui su ogni Fj, C F mediante la < T, f(P)p > ola < T, A(P)p >
quando f(P)p o A;(P)y (i = z,y, z) sono trattate come funzioni di prova. Si supponga ora che f(P)
e A(P) siano derivabili infinite volte in un aperto € e che il supporto di T sia contenuto in Q; per la
(A.22) si pud scrivere

grad [f(P)T] = Tgrad[f(P)]+ grad(T) f(P), (B.83)
div [A(P)T] = Tdiv[A(P)] + grad(T) - A(P), (B.84)
rot [A(P)T| = Trot [A(P)] 4 grad(T) x A(P), (B.85)

relazioni valide qualunque sia ¢ € F' perché gli scalari e i vettori che le varie distribuzioni associano
alla funzione di prova dipendono soltanto dal comportamento di f(P) o di A(P) nei punti del supporto
di T, ove, per l'ipotesi fatta, sono derivabili infinite volte.

Se il supporto di T, anziché essere contenuto in 2, contiene Q, le (B.83) (B.84) (B.85) non sono
piu valide qualunque sia ¢ € F, ma lo rimangono soltanto per le funzioni di prova aventi supporto k
contenuto in 2 o in qualsiasi aperto 7 a sua volta contenuto in €2; pertanto, in accordo con quanto
convenuto in A.2.17 in tale caso si deve aggiungere

peF,,kCT

a fianco di ciascuna formula, con 7 C 2. Le (B.83) (B.84) (B.85) sono particolarmente utili quando si
conosca il gradiente della distribuzione T'. Nel seguito, tale gradiente verra calcolato per le distribuzioni
Uy, dg, 0, partendo dalla (B.80). I risultati, introdotti nelle (B.83) (B.84) (B.85), portano ad alcune
formule di grande interesse nello studio dei campi elettromagnetici.

Calcolo di grad(Uy)

Applicando la relazione (B.80) alla distribuzione di Heaviside Uy con f(P) =1 si ottiene

< grad(Uy),p >= — < Uy, grad(p) > . (B.86)
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Considerando il volume V racchiuso dalla superficie S’ di normale 7/ orientata verso l’esterno di
S’, e ricordando la (B.26) si puo peraltro scrivere

— < Uy, grad(p) > —/ grad (p)dV = —// pn'dS =
= - <V5S/,fup >=—< éslsﬁ,w > (B.87)
dalla quale discende
grad(Uy) = —ndg. (B.88)
Si puo osservare che si ha grad (Uy, ) = 0 perché, avendo le funzioni di prova supporto compatto,

al tendere di V a V, si finird sempre con l'avere tutti i punti di S’ al di fuori del supporto di ¢,
qualunque sia .

Calcolo di grad(ds)
Applicando la relazione (B.80) alla distribuzione di Dirac dg con f(P) =1 si ottiene
< grad(dg),p >= — < dg,grad(p) > . (B.89)

Peraltro in un sistema di coordinate laminari relative alla superficie S di bordo I, per le (B.50)
(B.51) si ha

< dg,grad(p) >= —/ grad () dS =
S

= —/gmds(go)dS—/ﬁcpdiv(ﬁ)dS—/fL {&p] ds =
s S s Lon P=Q

~ / N . N N 680:|
= - Nl - div(p)ds — [ a |22 dS =
JLer@oar~ [aeanias - [a ]3]

)
= —<6l:ﬁ,cp>—<6Sﬁdiv(ﬁ),w>—<ﬁ65,a—z>. (B.90)

Dato che, essendo % =0, si ha — < ndg, g—i >=< ag‘gs,go >=< ﬁ%,(p >, si giunge infine alla

relazione

/ grads (¢)dS = / e o(Qp)dl' =
s 1%
= <y, o0 >=< 6y, p > (B.91)

da cui si ottiene:

grad (6g) = ﬁ%is — ndiv(n)dg — oy . (B.92)

L’ultimo termine a secondo membro della (B.92) non compare se la superficie S & chiusa.
Calcolo di grad(d;)
Applicando la relazione (B.80) alla distribuzione di Dirac ¢; con f(P) = 1, si ottiene
< grad(d;), ¢ >= — < &, grad(yp) > . (B.93)
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Peraltro in un sistema di coordinate tubolari relative alla linea C di estremi A e B, si ha, per la
(B.66),

— <0, grad(p) >= _/ grad () dl =
C (A—B)
0 .
— —/C(A%B) {gradi[o(P)]} p_q dl—/C(A%B) % [(p(s)l(S)] ds =

0]
= —<d,grad <p>f/ =
() ¢ (A-B) 0s

[ga(s) Z(S):| ds.

Dato che & — < &;, grad; (p) >=< grady (d;), p > (cid puo essere facilmente dimostrato nel sistema
di riferimento utilizzato nella nota di pagina 103), si ha poi

— <4, grad(p) >=
= < gradi(01), > —I(B)p(B) + (A)p(A) =
= < grady(8),¢ > — | < pl(B),¢ > — < 6al(A), o >, (B.94)

da cui si ottiene
grad (6;) = grady(6;) — 0pl(B) + d4l(A). (B.95)

B.3.3 Applicazioni
Calcolo di grad[f(P)Uy],div [A(P)Uy],rot [A(P)Uy|
Applicando le (B.83,B.84,B.85), e ricordando la (B.88) otteniamo direttamente:

grad [f(P)Uv] = Uvgrad[f(P)] — 057’ f(P) (B.96)
div [A(P)Uy] = Uydiv [A(P)] — 6sii - A(P) (B.97)
rot [A(P)Uy| = Uyrot [A(P)] — 6g/7/ x A(P) (B.98)

B.3.4 Alcuni casi particolari

Si considerano ora alcuni casi particolari, di rilevante interesse nello studio dei campi elettromagnetici.

Distribuzione rot [A(P)U,|, A(P) derivabile infinite volte nell’ aperto V \ S’ contenente

Si consideri la distribuziongﬂ(P)UT di supporto 7, contenuto nell” aperto Q = V'\ S’ (S’ & la superficie
che delimita V') nel quale A(P) ¢ supposta derivabile infinite volte; dalle (B.85) (B.88) si trae

rot [A(P)U;| = Urrot[A(P)] + grad U, x A(P) =

U,rot[A(P)] —a x A(P7)6,-, (B.99)
con il significato dei simboli e le convenzioni di fig. B.8.

Si noti che la (B.99) ¢ valida per tutte le funzioni di prova ¢ € F perché V'\ 5’ D 7 (si veda B.3.2).
Se si fa tendere 7 a V il punto P~ € o~ finisce col tendere al punto @ € S’ muovendosi lungo la
normale alla superficie S’ in Q, per cui o~ tende a S” ed 7 ad n’. Si ha pertanto

rot [A(P)Uy| = Uyrot[A(P)] — 7/ x A(P~)dg, (B.100)
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Figura B.8: Insieme 7 interno a V.

120



B.3. CALCOLO VETTORIALE PER LE FUNZIONI GENERALIZZATE

Figura B.9: Insieme 7 esterno a V.
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nella quale A(P~) ¢ il limite di A(P) quando P tende a @ proveniendo dall’interno di S’ e s/ ha preso
il posto di d,-, con o~ prossima quanto si vuole alla faccia interna di S’.

Si supponga ora che sia Q =V, \ V. Essendo Vo \ (Voo \ V) =V, la situazione & quella di fig. B.9
nella quale si sono usati i simboli PT e oT per enfatizzare che punto e superficie sono ora all’esterno
di V. In tale caso si ha

rot [A(P)Uy._\v| = Uy, \vrot[A(P)] + 7' x A(P")ég, (B.101)

nella quale A(P*) ¢ il limite di A(P) quando P tende a @ proveniendo dall’esterno di S’ e ds/ ha preso
il posto di d,+, con ot prossima quanto si vuole alla faccia esterna di 5.

Se la funzione A(P) ¢ derivabile infinite volte nell’aperto V., \S’, unione degli aperti Vo, \V e V\ S,
le (B.100) (B.101) sono entrambe valide, e possono essere riunite in un’unica espressione, sommandole
membro a membro; si ottiene, per tale situazione

rot [A(P)Uy + A(P)Uy_\v| = Uyrot[A(P)]+ Uy,_\vrot[A(P)] +
+ ' x [A(PT) —A(P7)] ésr. (B.102)

Distribuzione div M(P)UVOO] , A(P) derivabile infinite volte nell’ aperto V,, \ S’

Con procedura analoga a quella appena seguita, partendo dalle (B.84) (B.88) si giunge a scrivere

div M(P)U\/ +Z(P)va\v] = Uydiv[A(P)] + va\vdZ’U[A(P)] +
+ ' [A(PT) — A(P7)] ds. (B.103)

Distribuzione div [A(P)ds], A(P) derivabile infinite volte in un aperto contenente S

Essendo per ipotesi soddisfatta la condizione che il supporto di ds ¢ contenuto in un aperto nel quale

A(P) ¢ derivabile (fig.B.10), si puo utilizzare la (B.84) con T = dg, per cui si puo scrivere
div [A(P)dg] = dsdiv[A(P)] + grad §s - A(P). (B.104)

Per le (B.44) (B.92) dalla (B.104) discende

div[A(P)ss] = B
— Sdivs[A(Q)] + A(Q) - div(i) 5s + P"g(np )] hds+

P=Q
+ AP)- ﬁ%is ~A(Q) - i div(R)ds — b - A(Q). (B.105)

Nella (B.105) si eliminano il secondo ed il quinto addendo a secondo membro, mentre & {a;n
Ads + A(P) - 7% = %5 A(Q)

Si puo infatti scrivere (si tenga presente che 7 - A(Q) ¢ indipendente da n)
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Figura B.10: Insieme aperto contenente S.
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_ [0A(P) 0s , —
<(5sn{ on :|P_Q,¢>+<an A(P),§0>—
A(P A(P
= <dg,n- A( )] <p>—<5s,{a[n ( )@]} >=
o Jp_g on P=0Q

P
S AR R R ]
= — A g ds = — A = ds =
L@ 5] as=-[aF@ 5]
= — <ds,n-AQ) [&p >=— < dgn-AQ), B(p] >=
nlp=q ]l p=q
= <%ﬁ-2(@),gp>. (B.106)

, per cui si perviene alla
L — .00 -
= b5 divs[A(Q)] + A(Q) - > — by A(Qr) =

= div[A(Q)ds). (B.107)

Un caso particolare importante ¢ quello in cui ¢ A(Q) -7 = 0, cioé A(Q) parallelo alla superficie S
in tale ipotesi si ha

div[A(Q)ds] = dsdivs[A(Q)] — v - A(Q7), (B.108)
con @~ € S\ !’ tendente al punto Q € '

Distribuzione div [A(P)§;], A(P) derivabile infinite volte in un aperto contenente C

Essendo per ipotesi soddisfatta la condizione che il supporto di §; & contenuto in un aperto nel quale

A(P) é derivabile (fig.B.11), si puo utilizzare la (B.84) con T = ¢;, per cui si pud scrivere

div [A(P)&;] = &idiv[A(P)] + gradd; - A(P). (B.109)
Per le (B.62) (B.95) dalla (B.109) discende

div[A(P)d)) =
= L TAGS) 1) + 0 {dinf AP} g +
+ |grad, 6 — 351(B) + 641(4)| - A(P) =
- 51%@(5) () + (8 {diw AP} p_p, + gradi 8- A(P)) +

+ [-05i(B) + dal(4)] - A(P).

Dato che ¢ & {div, [Z(P)]}P:Q + grad; §; - A(P) = grad,; §; - A(Q) si ha poi

div[A(P)8)] = 0—[A(s) - I(s)] + grad, 6, - A(Q) —
—0pl(B) - A(P) + 641(A) - A(P) =
1]-

= div[A(Q)S (B.110)
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Figura B.11: Insieme aperto contenente C.
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>

Un caso particolare importante ¢ quello in cui & A(Q) = I(Q)I(Q) = I(s)i(s), cioé A(Q) parallelo

alla linea C; in tale ipotesi si ha

div[A(Q))] = 5%[1(3)] — SpI(B) +64I(A). (B.111)
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Appendice C

Vettori complessi e vettori variabili
sinusoidalmente nel tempo

C.1 Campi vettoriali sinusoidali

Un vettore si dice sinusoidale quando le sue componenti variano sinusoidalmente nel tempo con la
stessa pulsazione. Ad esempio

E.=FEi+E.j+E.k (C.1)
¢ sinusoidale se si ha
E. ., = Ezpcos (wt +6,), (C.2)
E.y = Eyncos (wt + 6y), (C.3)
E.. = E.pcos (wt+6,,). (C.4)

Introducendo le (C.2), (C.3), (C.4), nella (C.1) si ottiene

E. Esncos (wt+ 0,)i + Eypcos (wt + 6,)) +
E, pcos (wt + Hz)l;: =
cos (wt)(Egxnrcos 051 + Eynrcos 0yj + E.prcos 921%) +

_|_

—  sen (wt)(Egarsen byt + Eyyrsenbyj+ E.prsen 921%) =
E cos (wt) — Eg sen (wt), (C.5)

avendo posto

E1 = Eypcos0,0+ Eypcos 0,7+ E,pcos 0k, (C.6)
Fy = EmMsenﬁwi—i—EyMsenGyj—i—EzMsenHZl%. (C.7)

Si noti che i vettori £; ed Ey sono reali ed indipendenti dal tempo.
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C.2 Vettori complessi e vettori sinusoidali

Le (C.2), (C.3), (C.4) si possono anche scrivere

E., = % (EIM 0= 39t 4 B oy e 90 e_j“t) =

= 5 (Bo 4 Bpe), (C.8)
E., = % (EyMejey et + Eye % e J“t)

= 5 (B 4 Bje), (C.9)
E.. = % (Bong €% €90 + Eopp e 3% o791 =

_ % (E. el + B e=it) (C.10)

avendo posto

Ex = Egp e/%, (C.11)
Ey = Eyn e, (C.12)
Ez = E,p 9%, (C.13)

ed intendendo con E7 il complesso coniugato di E;. Posto
E = E,i+ E,j+ E.k, (C.14)

si ha dalla (C.1) e dalle (C.8), (C.9), (C.10):
nl L /= jwt | X —jwt T Jwt
E.=35 (B +Ee/) = Re [Ee]. (C.15)

Ad F si da il nome di vettore complesso, rappresentativo del vettore reale E ... Il vettore complesso si
puo anche porre nella forma L B
E=F+jE,, (C.16)

nella quale E; ed E5 sono i vettori reali dati dalle (C.6), (C.7) come si verifica senza difficolta. Dalla
(C.15) si deduce che dalla conoscenza del vettore complesso si puo risalire alla conoscenza del vettore
reale. Nei paragrafi che seguono si studieranno i vettori complessi e i vettori reali istantanei da essi
rappresentati; in particolare verrda mostrato come sia possibile risalire alle proprieta di un vettore
istantaneo dalla conoscenza di alcuni parametri dipendenti dalle componenti, in date basi, del vettore
complesso ad esso corrispondente.

C.3 Proprieta dei vettori complessi

Dalla (C.16) segue che il pit generale vettore complesso rappresentativo di un vettore reale sinusoidale,
é sempre esprimibile come una combinazione lineare di due soli vettori reali, con coefficienti 1 e j. Lo
studio di un dato vettore complesso si semplifica notevolmente se si sceglie, come terna cartesiana di
riferimento, una terna il cui piano coordinato z = 0 coincide con il piano individuato dai vettori reali
E1, Eo; in tal caso si ha infatti £, = 0 e quindi, da (C.14), (C.16)

E=F+jEy=E,i+E,) (C.17)

La(C.17) informa che un vettore complesso rappresentativo di un vettore sinusoidale é completamente
individuato, in un particolare sistema di riferimento, da una coppia ordinata di numeri complessi, F,
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E,. Fatta lipotesi che tutti i vettori complessi che si considerano siano associati con vettori reali
giacenti nello stesso piano (in un paragrafo successivo verrd considerato il caso piu generale in cui
questa ipotesi non ¢ verificata), il prodotto scalare di due vettori complessi (ad esempio E - .J) viene
definito nel seguente modo

E-J=FE J1~Fs Jo+j(Br-To+Eo-T), (C.18)
si dice poi vettore normale o versore un vettore complesso di norma unitaria, cioé tale che sia
-0 =1 (C.19)

ed ortogonali due vettori U, V tali che il prodotto scalare dell’uno per il coniugato dell’altro sia nullo,
cioé

UV =U -V=o (C.20)
Scelta una coppia di versori ortogonali @, ¥ (4-@* = 1; 0-0* = 1; &-9* = 0), si dice che essa ¢ una base
ortonormale per i vettori complessi considerati, intendendo con cid che il vettore complesso generico
puo sempre scriversi come una combinazione lineare di 4, ©

E = E, i+ E, t; (C.21)

lattendibilita della (C.21) segue dalla possibilita di ricavare E, ed E, a partire da E, ed E, scrivendo
@ e ¥ come combinazioni lineari di ¢ e e viceversa. Dalla (C.21) si deduce che un vettore complesso
¢ ¢i individuato da una coppia ordinata di numeri complessi, ma anche che questa coppia cambia al
cambiare della base di riferimento (si vedra in seguito di quale grande utilita sia la scelta opportuna della
base stessa, quando si vogliano mettere in evidenza le proprieta dei vettori reali istantanei associati con
i vettori complessi). Le relazioni che passano fra le componenti di un vettore in due basi ortonormali
differenti si ottengono premoltiplicando scalarmente il vettore scritto nella vecchia base (ad esempio
m, n) per il diadico unita relativo alla nuova base (ad esempio 4, ©). Si consideri, infatti, nella base
ortonormale (i, ©), un vettore E; per definizione si ha

E=E,u+E,9. (C.22)
Moltiplicando scalarmente la (C.22) per @* si ha
E,=FE-a", (C.23)
mentre se la si moltiplica per v* si ottiene
E,=FE 0" (C.24)

Le (C.23), (C.24) forniscono le componenti di E nella base i, 9. Peraltro, nella base ortonormale 77,

f si ha E = E,,m + E,7, per cui sostituendo quest’ultima espressione di E nelle (C.23), (C.24) si ha

Ey=Epm-@* + E, - a%, (C.25)
E, = Ep - 0" + Ey v - 0%, (C.26)
ovvero
E i+ E, 0 = (Epm-0*+ E,n @)+
+ (B 0"+ By -0%)0 =
= (40" + 00*) - (Ep i+ En 1), (C.27)

come volevasi dimostrare. Si pud a questo punto osservare che, essendo le nuove componenti E,,
E, funzioni lineari delle vecchie E,,, E,, il rapporto E,/E, sara una funzione bilineare del rapporto
E,/En; si ha infatti

=

n

|

(C.28)

Nei sottoparagrafi seguenti le proprietd generali qui esposte vengono utilizzate nello studio di alcuni
casi di particolare interesse.
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Figura C.1: Basi cartesiane 7, j, k (perpendicolare al foglio) e 7,7, k' = k.

C.3.1 Base i, ) e rapporto di polarizzazione p

Sia dato il vettore complesso ( 7, 7, k formano una base destrorsa)
E:E1+jE2:Ewi+Eyj (029)

e si voglia riferirlo ad una nuova base cartesiana 7', 7, k' = k (fig. C.1). Posto i =4, = j, & = 7/,
v=]j, Em = Ey, B, = By, By, = E;, E, = E;, nelle (C.25), (C.26), tenendo presente che I’angolo di
cui deve ruotare i (il senso di rotazione corrispondente ad angoli positivi ¢ antiorario per un osservatore
situato in z > 0) per sovrapporsi a i’ € €, si ha

E! = coseE, + sencE,, (C.30)
E, = —sencE,+coscE,. (C.31)
Posto (p=rapporto di polarizzazione)
By
_ By 32
P=Jg (C.32)

8
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dalla (C.28) segue anche
E,  p—jtge
=52 = . C.33
P B T 1 ptge (C.33)
Da quest’ultima si deduce che, se non ¢ gia p = p*, cioé E, ed E, sfasati di 7/2, dalla equazione in ¢

Jw—p) BB+ ELE,
tg2e = = " - (C.34)
1 — pp* E,E; - Ey E,

¢ sempre possibile ricavare un angolo ¢ (0 < ¢ < 7/2) per cui p’ & uguale a p™*, cio¢ E} ed Ej sono
sfasati di 7/2. Di conseguenza esiste sicuramente una base cartesiana in cui si puo scrivere

E=A7+jB7)e", (C.35)

con A’, B’ reali ed A’ > 0. Nella base i”, j” ruotata di 7/2 rispetto alla #’, 7', facendo ricorso alle
(C.30), (C.31) e convenendo di usare i segni + per B’ > 0 ed i segni — nel caso contrario, si ha invece

E— (A// 3 —I—jBN j//) ej'y” _ (|B/‘ 3 :IZjAlj//) el (A/:I:%) (036)

per cui é evidente che o & A’ > |B’| oppure ¢ A” > |B”|. Si pud pertanto concludere che esiste sempre
(almeno) una base cartesiana 4y, jo in cui un vettore complesso F si pud scrivere

E=FE\+jE,=(Aig+jBj) e, (C.37)

con A e Breali, A > 0ed A > |B|. Per quanto riguarda il segno di B si pud osservare che dalla
(C.37) discende

By = Acosvyiy — Bsenvjo, (C.38)
Ey = Asenvyig+ Bcosjo, (C.39)

dalle quali, a sua volta, si trae (ig X jo = —Jjo X o = l%)
El XEQ']AC:AB, (040)

per cui, essendo A > 0, B ¢ positivo se &

FixEo k>0 (C.41)
e negativo se € .

E{ x Ey -k <O0; (042)
infine B é nullo se é .

Ey x Ey- k= 0. (C.43)

1l segno di B ¢ individuabile, oltre che dalle (C.41), (C.42), anche dal segno della parte reale di p.
Infatti, posto

El =Fi, 1+ E1yj, (C.44)
By = Eayi+ Bayj, (C.45)

si ha R
El X EQ k= Elegy — ElyE2;E; (046)

d’altra parte, essendo E = FE; +jEo = E, i+ E, j, si ha anche

E, = Ey +j By, (C.48)

131



C.3. PROPRIETA DEI VETTORI COMPLESSI

per cui si puo scrivere

F
Relp] = Re |:jE‘y:|—
Eiy+jEs E1yEoy — BiyFos
= R y A C.49
[9 E1x+jEzz] E}, + E3, (C49)

Confrontando la (C.49) e la (C.46), si deduce che il prodotto misto ha segno opposto a quello della
parte reale di p per cui si puo concludere che tale prodotto é positivo se &

Re[p] < 0, (C.50)
negativo se €

Relp] > 0; (C.51)
infine E1 x Fy - k ¢ nullo se ¢

Re[p] = 0. (C.52)

Nell’uso della (C.37) ¢ utile conoscere

1. E funzione di E1, E> le grandezze A, B ed il minimo angolo « (0 < o < ) di cui si deve ruotare
E; in verso orario (per un osservatore situato in z > 0) per renderlo parallelo ed equiverso ad ip;
dalle (C.38), (C.39) si ha

E,-E\+Ey, - E, = A?4 B2 (C.53)
El 'El —EQ 'EQ = (A2 - BZ) CcoS 2’)/, (054)
- 1
E,-E, = 3 (A* — B?) sen2v, (C.55)
dalle quali discende
1 _ —
A = {2E1'E1+E2'E2+
Y — ———1) ¢
+\/(E1~E17E2~E2) +4 (Ey-Es) ” , (C.56)
1 _
1B| = {2E1-E1+E2-E2_
%
_\/(El.El_EQ.E2)2+4(El.EQ)QH , (C.57)
2FE,-FE
tg2y = L2 (C.58)

By By —Ey By

dalle soluzioni di quest’ultima si ottiene il valore di v a meno di 7, tenendo presente che cos 2y
deve essere, per la @.54), dello stesso segno di Eq - Eqy — Ey - E5 e sen2y per la (C.55) dello
stesso segno di F - Eq, dato che ¢ A% > B2. Per la (C.38) si ha allora

Ei-jo B sen~y B
t = — = — =——1 C.59
ge Eq - Acosy A9 ( )

dalla quale, essendo v noto (a meno di 7) ed il segno di B uguale al segno di £ x E - 12:, si
ottiene il valore desiderato di o (0 < a < 7).
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2. in funzione delle componenti E,, E, di E in una base arbitraria 7, j le grandezze A, B ed il
minimo angolo 5 (0 < 8 < ) di cui si deve ruotare in senso antiorario il versore i per portarlo
a coincidere con il versore ip; ponendo ¢ = 3, E, = Ae’7, B} = jBe’7 nelle (C.30) (C.31), si ha

Ael" = cosBE,+senBE,, (C.60)
jBe!" = —senBE,+ cosBE,. (C.61)
ovvero
E,=cosBAel" —jsenfBel7, (C.62)
E,=senBAe’ "+ jcosBBel. (C.63)

Da queste ultime si ricavano le relazioni

E,E}+E,E; = (A*+B?), (C.64)
E,E;—E,E;, = (A®-B?) cos2, (C.65)
1 1
5 (B E} +E;E,) = = 5 (A% — B?) sen2p, (C.66)

i cui secondi membri sono formalmente identici a quelli delle (C.53), (C.54), (C.55) cosicché si
ha

1 *
A= {2 [EIE;+EyEy+

[N

+\/(Ex E:— E, E:) + (E, Ef + E£ E,)’ } : (C.67)

1
3= {5 (5. 52+ B, B;-

[N

(BB — B, B2)? + (B, B} + B3 E,)° } . (C.68)

Il rapporto delle (C.66), (C.65) fornisce infine una equazione trigonometrica identica alla (C.34),
come deve essere, perché nel caso in questione ¢ coincide con [3; dalle due soluzioni comprese fra
0 e 7 di tale equazione si puo ricavare 1’angolo cercato § (0 < 8 < m) tenendo presente che, per
la (C.65), cos 2f3 deve essere dello stesso segno di £, FE} — E,Ey e che, per la (C.66), sen 23 deve
essere dello stesso segno di E,E} + E, Ej, dato che per ipotesi ¢ A? > B2

C.3.2 Rapporto di polarizzazione circolare ¢

Si considerino i due vettori complessi
d= *2(5*]'5)’ (C.69)
s= —(1+7)) (C.70)
S = —=I\1 . .
vz

Si verifica senza difficoltd che d ed § sono ortonormali; essi costituiscono quindi una possibile base per
i vettori complessi che si stanno considerando, per cui si pud scrivere

E = E,i+ E,j= Eqd + E,3. (C.71)
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I numeri complessi Ey, E; sono le componenti del vettore complesso E nella base ortonormale (i, 3.
Ponendo m =4, A =j, 4 =d, v =8, E, = E;, E, = E,, E, = E,, E, = Eg, nella (C.28) ed

osservando che & 7 - §* = %,j'!;*:*j\/g, PdF = \/g,jwz*:j\/gsi ha
. E
E, l-Jjg
—= = 75’ (C.72)
Ea 1457
Posto (¢ = rapporto di polarizzazione circolare)
E
== C.73
9= 5 (C.73)
per la (C.32) la (C.72) si scrive anche
1—p
=—. C.74
=17, (C.74)

Dallo studio della trasformazione bilineare (C.74) si deduce che
e la retta Re[p] = 0 nel piano p si trasforma nel cerchio |g| = 1 nel piano g;
e i punti per i quali & Re [p] > 0 sono in corrispondenza biunivoca con i punti per i quali & |g| < 1;
e i punti per i quali ¢ Re[p] < 0 sono in corrispondenza biunivoca con i punti per i quali & |g| > 1.

Per le (C.50), (C.51) e (C.52) si pud allora affermare che B ¢ positivo se é

lg| > 1, (C.75)
negativo se €

g <1, (C.76)
nullo se é

lg] = 1. (C.77)

E, J°F
e (C.78)

q

ovvero

q¢ =qel*, (C.79)

dalla quale segue che il rapporto fra Es ed Fy si mantiene costante in modulo al ruotare di i e j, mentre
varia il suo argomento. Nella base iy, jo essendo po = j(Eyo/FEzo) si ha

1+
1—

>t

qo = ) (080)

BN

cioé qp € reale, positivo (si ricordi che ¢ A > 0 e A > |B|); ricavando A/|B| dalla (C.80) e tenendo
presente che & |g| = |qo| = qo si ottiene

A ’1+QO _‘1+|QO| _
|B| 1—4qo 1 —qo
1+ q| ‘lEdl + | B
_ . (C.81)
)1 —q| |Eal — | Es]
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La (C.81) & una espressione del rapporto A/|B| pit semplice di quelle che si possono ottenere dalle
(C.56) (C.57); da essa si deduce che i cerchi |¢| = costante nel piano ¢ sono luogo dei punti che
rappresentano vettori complessi aventi lo stesso valore di A/|B|. Si deve notare a tale proposito che
per un assegnato rapporto A/|B| vi sono due cerchi che gli corrispondono, 1'uno con |q| = |¢1| < 1,
Paltro con |q| = |g2| > 1, essendo |g1] = 1/|g2|]. Anche Iangolo  assume una espressione molto
semplice in funzione degli argomenti | Ey, | Ey di Es ed Eg4; dalla (C.79) si ha infatti, quando é @' = iy,
j/ = jOJ €= ﬁ ) ) )

Q0 = |qo| = q ¢’ 26 = g el (LBs=1Fa)ei 28 (C.82)

dalle quali si trae

2 2
essendo k un intero tale che sia 0 < 5 < 7. Poiché nel piano ¢ le curve ad argomento di g costante sono
le semirette uscenti dall’origine, si puo dire che queste ultime sono luogo dei punti che rappresentano
vettori complessi aventi tutti lo stesso angolo 8. Si é ripetutamente fatto notare che lo scrivere il
vettore E nella base cz, 8, é da preferire rispetto alle altre rappresentazioni considerate, per la semplicita
delle formule; I'utilita della scelta di tale base € ancora preminente nella trattazione dei problemi che
verranno affrontati nel prossimo paragrafo, per cui in esso il vettore verra considerato solo in tale base.

+ km, (C.83)

C.4 Vettori complessi paralleli ed ortogonali
Due vettori complessi E ed F si dicono paralleli quando si pud scrivere
E=CcF, (C.84)

con ¢ opportuno numero complesso. Nella base cf, § si ha allora

Eud+ Es8 = ¢ Fyd + ¢ F,3, (C.85)
per cui €
E, F
LR e C.86
B (C.86)

cioé i due vettori sono rappresentati dallo stesso punto nel piano ¢ e, di conseguenza, hanno lo stesso
segno di Fy x Ey - 12;, lo stesso rapporto A/|B| e lo stesso angolo 8. Si passa ora a dimostrare che dati
due vettori complessi F, F, la norma del prodotto scalare E - F*, per valori dei moduli di F ed F
costanti, diviene massima quando i due vettori sono paralleli. Sviluppando la forma hermitiana

. | E-E° E°-F C1
e EoN- | By (87
si ha che essa ¢é uguale a B B B B
(C1E+ CoF) - (C1E + CoF)*, (C.88)
per cui, se non é
01E + CQF =0, (089)

la forma é definita positiva. E’ noto che condizione necessaria perché cido sia verificato é che il
determinante della matrice della forma sia maggiore di zero, per cui si puo scrivere

(E-E"(F-FY>(E -F)E -F). (C.90)

D’altra parte perché la (C.89) possa essere soddisfatta, & necessario che E ed F siano paralleli, per cui
la (C.90) vale quando cio non é verificato. Se E ed F' sono paralleli la forma é semidefinita positiva ed
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é noto che condizione necessaria perché cio avvenga é che il determinante della sua matrice sia nullo,
cioé che sia - .

(E-E"(F-F)=(E -F)(E -F). (C.91)
in definitiva, si ha (disuguaglianza di Schwarz)

(E-E"(F-F)>(E -F)(E -F), (C.92)
con il segno di uguale valido se e solo se i vettori FE ed F sono paralleli; ne viene, per 'appunto, che
il massimo di (E - F*)(iE;F*) aE-E ed F-F" costanti si ha quando E ed F sono paralleli. Infine
due vettori complessi E, F si dicono ortogonali se ¢ (si veda (C.20))

E-F =0. (C.93)

Scrivendo ancora i vettori nella base ortonormale d, §, dalla (C.93) discende

(Bqd + EL8) - (Fid* + Fr8*) = EqF} + E.F* =, (C.94)
dalla quale viene anche
E,  F}
B, Fr (C.95)
Quest’ultima permette di scrivere
— E; Fy 1
E = |1=Z==Z2=—, C.96
W = |2 -7 - 5 (€96)
la(E) _ B —|Eq _
2 2
F, — | F F
= %4—(%—&—1)%:#—1—(%{—#1)%, (C.97)

dalle quali risulta che E ed F hanno E; x Es - ked Fi x Fy -k di segni opposti, lo stesso rapporto
A/|B| ed angoli § che differiscono di 7/2.

C.5 Vettori complessi tridimensionali

Quando si ha a che fare con un solo vettore complesso E = E; + jE5, é sempre possibile porsi nella
situazione sinora considerata, cioé scegliere il piano z = 0 coincidente con il piano individuato da E1,
Ey; cid non ¢ piil vero quando i vettori complessi sono due o piit con vettori reali non complanari. Si
consideri allora il prodotto scalare di due vettori E ed F qualsiasi. Il modo di procedere é immediato:
scelto il piano z = 0 coincidente con il piano individuato dai vettori reali associati con uno dei due
vettori complessi, ad esempio E, si pud scrivere

= E,i+ E,j, (C.98)
= Fi+ Fj+ F.k=F;+F.k, (C.99)

S ]

per cui tenendo presente che é i - k = 'K E = 0, tutto quanto si e detto per il prodotto scalare di due
vettori é ancora valido se si considerano F ed F;.

C.6 Vettori istantanei reali

Il vettore istantaneo reale e sinusoidale E.(t) associato con il vettore complesso E si ottiene dalla
(C.15) che qui si riscrive
o Eejwt E* e*jwt
B(t) = *2

=TRe[Ee“"]. (C.100)
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B

_>
—s ] s <
>

e

Figura C.2: Ellisse descritta dall’estremo del vettore istantaneo E ..

Esprimendo E come nella (C.37), cioé scegliendo come base di riferimento 7o, jo, si ha

E. =E. i+ E.yjo = Acos (wt + )iy — B sen (wt + v)jo, (C.101)

(E:lz>2 + (EB?‘Y =1, (C.102)

che é 'equazione di un’ellisse riferita ai suoi assi, avente ’asse maggiore parallelo ad 7y. Pertanto
I'estremo del vettore istantaneo E. descrive, al variare di ¢, una ellisse avente un rapporto fra gli
assi uguale ad A/|B| ed il cui asse maggiore ¢ inclinato di un angolo f rispetto all’asse z (fig. C.2).
Quando vale la (C.102) il vettore E. viene detto polarizzato ellitticamente. Rimane ora da vedere
il senso di rotazione del vettore istantaneo E.. A tale proposito & necessario fissare una direzione
orientata di riferimento, che qui si supporra individuata dal versore k della terna destrorsa i, 7, k,
(nella tecnica, quando é possibile, si sceglie di solito k coincidente con il versore relativo alla normale
d’onda, orientata nel verso della propagazione). Si dira che la polarizzazione ellittica di £ é destrorsa

dalla quale discende
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I Tabella 1 |
Polarizzazione Polarizzazione Polarizzazione
ellittica destrorsa rettilinea ellittica sinistrorsa
B <0 B=0 B>0
FiXFEo k<0 | EyxEy-k=0| E;xEq-kE>0
Relp] >0 Relp] =0 Relp] <0
gl <1 gl =1 gl > 1

Tabella C.1: Criteri per individuare la polarizzazione del campo elettromagnetico istantaneo.

se FE.. ruota come il manico di un cavatappi destrorso, quando la vite di quest’ultimo avanza secondo
k sinistrorsa nel caso opposto !. Per stabilire se un vettore ., & polarizzato destrorso o sinistrorso
basta considerare istante per 1stante l’angolo 6 fra E. ed iy: se esso & crescente con ¢ la polarizzazione
¢ destrorsa, se decrescente con t, sinistrorsa. Si ha, per la (C.101),

E. % B
tgs = = = " tg(wt+7), C.103
90=% 5 = AWt (C.103)
dalla quale si deduce
B
do_ B v (C.104)

dt A cos?(wt + ) + (%)286712(wt—&—7)7
percio la polarizzazione ellittica & destrorsa se B € negativo, sinistrorsa se B é positivo. Se B & uguale
a zero la polarizzazione é rettilinea. Da quanto ora verificato e da cio che si é detto a suo tempo in
C.3.1, C.3.2 (si vedano le (C.41) (C.42) (C.43), le (C.50) (C. 51) (C 52) e le (C.75) (C.76) (C.77)) si
puo ricavare la Tabella C.1. Si puo notare che il coniugato F= F1 + jF/2 =F| —jF,, di un vettore
complesso F = F; + ng differisce da quest’ultimo solo per i segni di Fi x Fy - ke di F1 X F2 k:
ragione per cui i due corrispondenti vettori istantanei FN ed F., differiscono fra loro solo per il
senso di polarizzazione (se uno ¢ destrorso 'altro ¢ sinistrorso). Dalla (C.104) segue che la velocita di
rotazione del vettore E. non & uniforme, se non nel caso di A = |B|. Questo & un caso di particolare
interesse dato che Dellisse, come si deduce dalla (C.102), diviene una circonferenza e la polarizzazione
viene detta circolare, destrorsa o sinistrorsa a seconda del segno di B. Dalle espressioni (C.69), (C.70)
dei versori d ed § si vede che i vettori istantanei relativi a tali vettori complessi sono due vettori a
polarizzazione circolare I'uno destrorso (quello corrispondente a (f) Paltro sinistrorso (corrisispondente
ad §). Poiche i vettori reali corrispondenti ad 7 e a j sono polarizzati linearmente, si puo affermare
che, per quanto si e visto in C.3.1, C.3.2, un vettore istantaneo pud essere espresso come somma di
due vettori istantanei polarizzati rettilineamente secondo direzioni ortogonali o come somma di due
vettori istantanei polarizzati circolarmente, 'uno destrorso 1’altro sinistrorso, sempre che si scelgano
opportunamente le ampiezze e le fasi dei vettori componenti suddetti. Si pud ancora notare che, per
a (C.80), quando ¢ A = |B| si ha |g| = g0 = 0 se & B < 0 (polarizzazione circolare destrorsa) e
lg| = go = oo se & B > 0 (polarizzazione circolare sinistrorsa). Dalla (C.74) discende allora che per
p =1 si ha polarizzazione circolare destrorsa e per p = —1 polarizzazione circolare sinistrorsa.

Dalla (C.86) segue inoltre che, se due vettori complessi sono paralleli, i corrispondenti vettori
reali sono polarizzati ellitticamente nello stesso verso, hanno lo stesso rapporto fra gli assi e gli assi
maggiori paralleli (in particolare, se le polarizzazioni sono rettilinee la direzione di polarizzazione é la
stessa) Dalle (C.96), (C.97) si ha invece che se due vettori complessi sono ortogonali i corrispondenti
vettori reali sono polarizzati uno destrorso, 1’altro sinistrorso, i rapporti fra gli assi sono uguali e gli assi

1Si tenga presente che la polarizzazione delle intensita EN(P)ji un campo vettoriale varia in generale da punto a
punto e che percid quando si parla di polarizzazione dell’intensitd E~ ¢ in generale necessario precisare a quale punto P
dello spazio ci si riferisce.
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maggiori sono ortogonali (in particolare, se le polarizzazioni sono rettilinee le direzioni di polarizzazione
sono ortogonali). Infine, da quanto si & detto in C.5 si deduce che se due vettori complessi E ed F'
sono tali che i loro vettori reali non sono complanari, si pud scomporre uno di essi (F = F; + FglAc) in
modo che il vettore istantaneo relativo sia la somma di due vettori, I’'uno polarizzato rettilineamente o
ellitticamente nel piano di E. e 'altro polarizzato rettilineamente secondo la normale a tale piano. é
evidente che i vettori E ed F ora considerati non possono mai essere paralleli, mentre sono ortogonali se
lo sono E ed F,. In fig. C.3, é infine mostrato come nel piano g si possono rappresentare ’orientamento
e la forma dell’ellisse di polarizzazione, nonché il verso di polarizzazione, in base a quanto si é detto
in C.3.2.
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=1 (polarizzazione
al r(gttilinea)

|a>1 (polarizzazione
Sinistrorsa) o
|gl<1 (polarizzazione

destrorsa)

Figura C.3: Rappresentazione nel piano ¢ delle caratteristiche della polarizzazione.
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